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บทคัดยอ

เปนที่ทราบกันดีวาแนวคิดเกี่ยวกับไอดีลเฉพาะมีบทบาทสำคัญในโครงสรางเกี่ยวกับพีชคณิต
เชน ริง กึ่งริง กึ่งกรุป และกึ่งกรุปไตรภาค จุดประสงคในการวิจัยครั้งนี้คือการขยายแนวคิดเรื่องไอดีล
เฉพาะในกึ่งกรุปไตรภาคไปเปนไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค ในบทความนี้ เราศึกษาเกี่ยวกับไอดีล
เฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาคและศึกษาสมบัติบางประการของไอดีลเหลานี้ในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค
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abstract

One knows that the concept of prime ideals play an important role in algebraic structures,

for instance, in rings, in semirings, in semigroups, in ternary semigroups. Our aim in this

research is to extend prime ideals in ternary semigroups to prime ideals in 𝑛-ary semigroups. In

this paper, we investigate about prime ideals in 𝑛-ary semigroups and we give some properties

of those ideals in 𝑛-ary semigroups.
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บทที่ 1

บทนำ
1.1 ที่มาและความสำคัญ

ในปจจุบันมีการศึกษาเกี่ยวกับไอดีลในริง ไอดีลในกึ่งริง ไอดีลในกรุป ไอดีลในกึ่งกรุป ไอดีล
ในกรุปไตรภาคและไอดีลในกึ่งกรุปไตรภาคอยางหลากหลาย ซึ่งไอดีลที่เปนที่รูจักกันดีที่สุด ไอดีล
หนึ่งคือไอดีลเฉพาะ ซึ่งมีการศึกษาทั้ง ไอดีลเฉพาะของริง ไอดีลเฉพาะของกึ่งริง ไอดีลเฉพาะของกึ่ง
กรุป ไอดีลเฉพาะของกรุปไตรภาค ไอดีลเฉพาะของกึ่งกรุปไตรภาค และเมื่อไมนานมานี้ ไดมีนักวิจัย
หลายทานไดขยายงานวิจัยที่เกี่ยวของกับกึ่งกรุปและกึ่งกรุปไตรภาคไปเปนงานวิจัยในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค
ทำนองเดียวกันในงานวิจัยนี้เราไดขยายงานวิจัยที่เกี่ยวกับไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปและไอดีลเฉพาะในกึ่ง
กรุปไตรภาคไปเปนงานวิจัยที่เกี่ยว กับไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค

1.2 จุดประสงค

1) เพื่อศึกษากึ่งกรุป 𝑛-วิภาค ซึ่งเปนการวางนัยทั่วไปของกึ่งกรุปและกึ่งกรุปไตรภาค
2) เพื่อขยายแนวคิดเกี่ยวกับไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปและไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปไตรภาคไปเปน

ไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค
3) ศึกษาสมบัติบางประการของไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค

1.3 ขอบเขตการศึกษา

ศึกษาไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค

1.4 วิธีดำเนินการศึกษา

1) ศึกษากึ่งกรุป 𝑛-วิภาค ซึ่งเปนการวางนัยทั่วไปของกึ่งกรุปและกึ่งกรุปไตรภาค
2) ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปและไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปไตรภาค
3) ขยายงานวิจัยที่เกี่ยวของกับไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปไตรภาคไปเปนไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป

𝑛-วิภาค
4) เขียนรายงานและสงเลมรายงาน
5) สอบโครงงานวิจัยทางคณิตศาสตร
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1.5 แผนดำเนินการศึกษา

ขั้นตอนการดำเนินงาน
พ.ศ.2561

ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ.

1. ศึกษากึ่งกรุป 𝑛-วิภาค ซึ่งเปนการวางนัยทั่วไป
ของกึ่งกรุปและกึ่งกรุปไตรภาค
2. ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับไอดีลเฉพาะใน
กึ่งกรุปและไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปไตรภาค
3. ขยายงานวิจัยที่ เกี่ยวของกับไอดีลเฉพาะใน
กึ่งกรุปไตรภาคไปเปนไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-
วิภาค
4. เขียนรายงานและสงเลมรายงาน
5. สอบโครงงานวิจัยทางคณิตศาสตร

1.6 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ

1) ไดความรู ความสัมพันธเกี่ยวกับกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค ซึ่งเปนการวางนัยทั่วไปของกึ่งกรุปและ
กึ่งกรุปไตรภาค

2) ไดขยายแนวคิดเกี่ยวกับไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปและไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปไตรภาคไปเปนไอ
ดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค

3) ไดความรูเกี่ยวกับสมบัติบางประการของไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค



บทที่ 2

เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ
2.1 ความรูพื้นฐาน

สำหรับในงานวิจัยฉบับนี้ ผูเขียนจะใชสัญลักษณตอไปนี้
ℝ แทน เซตของจำนวนจริงทั้งหมด
ℚ แทน เซตของจำนวนตรรกยะทั้งหมด
ℕ แทน เซตของจำนวนนับทั้งหมด
ℤ แทน เซตของจำนวนเต็มทั้งหมด
ℤ+ แทน เซตของจำนวนเต็มบวกทั้งหมด
ℤ− แทน เซตของจำนวนเต็มลบทั้งหมด
ℤ+

0 แทน เซตของจำนวนเต็มบวกทั้งหมดรวมศูนย
ℤ−

0 แทน เซตของจำนวนเต็มลบทั้งหมดรวมศูนย
ℤ𝑛 แทน เซตของชั้นสวนตกคางมอดุโล n ทั้งหมด
𝕆 แทน เซตของจำนวนคี่ทั้งหมด
E แทน เซตของจำนวนคูทั้งหมด

บทนิยามของการดำเนินการทวิภาค (binary operation) และตัวอยาง 1 ของการดำเนินการ
ทวิภาค ตอไปนี้ ผูวิจัยไดศึกษามาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรมของ รณสรรพ ชินรัมย (2007)

บทนิยาม 2.1 ให 𝐴 เปนเซตไมวาง ถา ∗ เปนฟงกชันจาก A × A ไป 𝐴 จะเรียก ∗ วา การดำเนินการ
ทวิภาค บน 𝐴 ถา ∗ สง (𝑎, 𝑏) ไปยังสมาชิกตัวใดใน 𝐴 และจะเขียนแทนสมาชิกตัวนั้นดวย 𝑎 ∗ 𝑏

ขอควรระมัดระวัง
1) ∗ ตองถูกนิยามจาก (𝑎, 𝑏) ∈ A × A

2) ∗ ตองนิยามแจมชัด (well defined) นั่นคือ ถา 𝑥1 = 𝑥2 และ 𝑦1 = 𝑦2 แลว 𝑥1∗𝑦1 = 𝑥2∗𝑦2

3) สำหรับ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 เราตองไดวา 𝑎 ∗ 𝑏 ตองอยูใน 𝐴

4) สำหรับเงื่อนไขในขอ 3 จะกลาววา 𝐴 มีสมบัติปด (closed property) ภายใต ∗
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ตัวอยาง 1

1) การดำเนินการ บวก ลบ และ ⋅ บน ℤ เปนการดำเนินการทวิภาคบน ℤ

2) นิยามการดำเนินการ ∗ บน ℕ โดย
𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑚𝑎𝑥{𝑎, 𝑏} สำหรับทุก 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ

จะไดวา ∗ ไมเปนการดำเนินการทวิภาคบน ℕ

3) นิยามการดำเนินการ ∗ บน ℚ โดย
𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎

𝑏 สำหรับทุก 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ

จะไดวา ∗ ไมเปนการดำเนินการทวิภาคบน ℚ เพราะวา 3 ∗ 0 = 3
0 ซึ่งไมไดถูกนิยามใน ℚ

4) นิยามการดำเนินการ บวก บน ℤ𝑛 โดย
̄𝑎 + �̄� = 𝑎 + 𝑏 สำหรับทุก 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ

จะไดวา บวก ไมเปนการดำเนินการทวิภาคบน ℤ𝑛

ในบทนิยามและตัวอยาง 2 ถึง ตัวอยาง 5 ของสมบัติปดภายใตการ ∗ ตอไปนี้ผูวิจัยไดศึกษา
มาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรม 1 ของ วัฒพงษ พันอินากูล (2012) สวนตัวอยางที่ 6 ผูวิจัยไดศึกษา
มาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรม 1 ของ ประสิทธิ์ กิจจนศิริ (2003)

บทนิยาม 2.2 ให ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบนเซต 𝐴 และ 𝐵 ⊆ 𝐴 จะเรียก 𝐵 วามี สมบัติปด ภาย
ใตการดำเนินการ ∗ ถา 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐵 สำหรับทุก ๆ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵

ขอสังเกต การดำเนินการทวิภาค ∗ บนเซต 𝐴 จะตองมีสมบัติตอไปนี้
1) 𝑎 ∗ 𝑏 มีผลลัพธคาเดียว สำหรับทุก ๆ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 นั่นคือ ถา 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑐 และ 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑑 แลว

𝑐 = 𝑑 เนื่องจาก ∗ เปนฟงกชันจาก A × A ไปยัง 𝐴

2) 𝐴 จะมีสมบัติปดภายใต ∗

ตัวอยาง 2 การดำเนินการ บวก ลบ และ ⋅ เปนการดำเนินการทวิภาคบน ℚ, ℝ และ ℂ เปนการ
ดำเนินการทวิภาคบน ℤ จะได ℤ+ ⊆ ℤ มีสมบัติปดภายใตการดำเนินการ บวก , ⋅ แต ℤ+ ไมมีสมบัติ
ปดภายใตการดำเนินการ ลบ เชน 3 − 5 ∉ ℤ+

ตัวอยาง 3 การดำเนินการ บวก ลบ และ ⋅ เปนการดำเนินการทวิภาคบน 𝐸 โดยที่ 𝐸 เปนเซตของ
จำนวนเต็มคู

ตัวอยาง 4 การดำเนินการ ⋅ เปนการดำเนินการทวิภาคบน 𝕆 โดยที่ 𝕆 เปนเซตของจำนวนเต็มคี่แต
บวก และ ลบ ไมเปนการดำเนินการทวิภาคบน 𝕆 เนื่องจาก 3, 5 ∈ 𝕆 แต 3 + 5, 3 − 5 ∉ 𝕆
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ตัวอยาง 5 ให ⋅ เปนการดำเนินการบน ℤ กำหนดโดย 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑐 โดยที่ 𝑐 เปนจำนวนเต็มที่มากกวา
𝑎 + 𝑏 จะไดวา ⋅ ไมเปนการดำเนินการบน ℤ เนื่องจาก 𝑎 ⋅ 𝑏 มีผลลัพธหลายคา

ตัวอยาง 6 ให 𝑆 = {(𝑎, 𝑏)|𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0} และการดำเนินการ * กำหนดโดย (𝑎, 𝑏)∗(𝑐, 𝑑) =

(𝑎𝑐, 𝑏𝑑) เปนการดำเนินการทวิภาค เนื่องจาก 𝑎𝑐, 𝑏𝑑 ∈ 𝑅 และ 𝑎𝑐 ≠ 0 ดังนั้น (𝑎𝑐, 𝑏𝑑) ∈ 𝑆

บทนิยามของกรุป (group) กรุปพอยด (groupoid) และ โมนอยด (monoid) ผูวิจัยไดศึกษา
มาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรมของ รณสรรพ ชินรัมย (2007) สวนตัวอยาง 7 ถึง 8 ผูวิจัยไดศึกษามา
จากหนังสือพีชคณิตนามธรรมของ วัชรี กาญจนกีรติ (2008)

บทนิยาม 2.3 จะเรียก (𝐺, ∗) วา กรุป ถา 𝐺 เปนเซตไมวาง และ ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบน 𝐺

ซึ่งมีสมบัติตอไปนี้
i) ∗ มีสมบัติเปลี่ยนหมู นั่นคือ 𝑎 ∗ (𝑎 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 สำหรับทุก 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺

ii) มีสมาชิก 𝑒 ซึ่ง 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 สำหรับทุก 𝑎 ∈ 𝐺 และจะเรียก 𝑒 วา เอกลักษณ
(identity) ของ 𝐺 ภายใตการดำเนินการ ∗

iii) สำหรับแตละสมาชิก 𝑎 ใน 𝐺 จะหาสมาชิก 𝑏 ใน 𝐺 ไดซึ่ง 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑒

จะเรียก 𝑏 วา ตัวผกผัน (inverse) ของ 𝑎

ตัวอยาง 7 ให 𝐺 = {1, −1, 𝑖 − 𝑖} และ ⋅ เปนการคูณปกติ ดังนั้น (𝐺, ∗) เปนกรุปภายใตการคูณ
เนื่องจากการคูณมีสมบัติปดกับมีสมบัติการเปลี่ยนหมู มี 1 เปนสมาชิกเอกลักษณ −1, 1 เปนตัวผกผัน
ของตัวเอง 𝑖 เปนตัวผกผันของ −𝑖 และ −𝑖 เปนตัวผกผันของ 𝑖

ตัวอยาง 8

1) (ℤ+, +) ไมเปนกรุป เนื่องจาก ไมมีสมาชิกเอกลักษณในเซต ℤ+

2) (ℤ+ ∪ {0}, +) ไมเปนกรุป เนื่องจาก 0 เปนสมาชิกทุกตัวยกเวน 0 ไมมีตัวผกผัน
3) (ℤ+, ∗) ไมเปนกรุป เนื่องจาก 1 เปนสมาชิกเอกลักษณ แตสมาชิกทุกตัวยกเวน 1 ไมมีตัว

ผกผัน
4) (ℤ, −) ไมเปนกรุป เนื่องจาก การลบไมมีสมบัติการเปลี่ยนหมู

นอกจากนี้เรายังมีบทนิยามอื่น ๆ ที่เกี่ยวของกับการนิยามของกรุป ซึ่งมีบทนิยามดังนี้
1) จะเรียก (𝐺, ∗) เปน กรุปพอยด ถา 𝐺 เปนเซตไมวาง และ ∗ เปนการดำเนินการทวิภาค

บน 𝐺

2) จะเรียก (𝐺, ∗) เปน โมนอยด ถา 𝐺 เปนเซตไมวาง และ ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบน
𝐺 และมีคุณสมบัติเปลี่ยนหมูและมีเอกลักษณ
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หมายเหตุ เพื่อความสะดวกตอไปเมื่อกลาวถึง กรุป (𝐺, ∗) จะเขียนเพียงวา 𝐺 เปนกรุป แทนการ
เขียนเต็ม ๆ วา (𝐺, ∗) เปนกรุปและแทนการเขียน 𝑎 ∗ 𝑏 ดวย 𝑎𝑏 เพื่อไมกอใหเกิดการสับสน และอาจ
จะยอนกลับมาใชสัญลักษณ (𝐺, ∗) เปนครั้งคราว เมื่อตองการเนนการดำเนินการทวิภาค ∗ บนกรุป
𝐺

ในทำนองเดียวกันจะใชสำหรับกรณี (𝐺, ∗) เปนกรุปพอยด กึ่งกรุป และโมนอยดดวย

ในบทนิยามของกึ่งกรุป (𝑆, ∗) ตอไปนี้ผูวิจัยไดศึกษามาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรม 1 ของ
วัฒพงษ พันอินากูล (2012) และ ตัวอยาง 9 ตอไปนี้ผูวิจัยไดศึกษามาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรม
ของ สุทิน ทายะพิทักษ (1978) และ ตัวอยาง 10 จากหนังสือพีชคณิตนามธรรม 1 ของ ประสิทธิ์ กิจ
จนศิริ (2003)

บทนิยาม 2.4 กึ่งกรุป (semigroup) (𝑆, ∗) หมายถึงเซตไมวาง 𝑆 พรอมดวยการดำเนินการทวิภาค ∗

บน 𝑆 ซึ่งมีสมบัติ (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) สำหรับทุก ๆ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆

ตัวอยาง 9

1) (ℤ, +) เปนกึ่งกรุป
2) (ℤ, −) ไมเปนกึ่งกรุป เนื่องจากมีสมาชิก 𝑎, 𝑏, 𝑐 ของ 𝐼 บางตัว ซึ่ง 𝑎−(𝑏−𝑐) ≠ (𝑎−𝑏)−𝑐

เชน 2 − (3 − 1) ≠ (2 − 3) − 1

3) (ℝ, +) และ (ℝ, ⋅) ตางเปนกึ่งกรุป
4) (ℝ, −) และ (ℝ, ÷) ตางไมเปนกึ่งกรุป
5) 𝑆 = {0, 2, 4, 6, 8} กับการดำเนินการบวกเปนกรุป

ตัวอยาง 10

1) (ℤ, +) เปนกึ่งกรุป เนื่องจาก บวก เปนการดำเนินการทวิภาคบน ℤ และสำหรับทุก ๆ
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ, (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐)

2) (ℤ, ⋅) เปนกึ่งกรุป เนื่องจาก ⋅ เปนการดำเนินการทวิภาคบน ℤ และสำหรับทุก ๆ 𝑎, 𝑏, ∈

ℤ, (𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑐)

3) (ℤ+, −) ไมเปนกึ่งกรุป เนื่องจาก ลบ ไมเปนการดำเนินการทวิภาคบน ℤ+

4) (ℤ, −) ไมเปนกึ่งกรุป เนื่องจากแมวา ลบ จะเปนการดำเนินการทวิภาคบน ℤ แตสำหรับ
ทุก ๆ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ, (𝑎 − 𝑏) − 𝑐 ≠ 𝑎 − (𝑏 − 𝑐)
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บทนิยามของกรุปยอย (subgroup) ตอไปนี้ ผูวิจัยไดศึกษามาจากหนังสือทฤษฎีกรุปเบื้องตน
ของ ฉวีวรรณ รัตนประเสริฐ (2010) และ ตัวอยาง 11 ตอไปนี้ ผูวิจัยไดศึกษามาจากหนังสือพีชคณิต
นามธรรม 1 ของ วัฒพงษ พันอินากูล (2012) และ ตัวอยาง 12 ถึง ตัวอยาง 15 จากหนังสือพีชคณิต
นามธรรม 1 ของ วัชรี กาญจนกีรติ (2008)

บทนิยาม 2.5 ให 𝐺 เปนกรุป และ 𝐻 เปนเซตยอยของ 𝐺 𝐻 ≤ 𝐺 จะเรียก 𝐻 วา กรุปยอย ของ 𝐺

ถา 𝐻 เปนกรุปภายใตการดำเนินการของ 𝐺 ซึ่งมีสมบัติตอไปนี้
i) 𝐻 มีสมบัติปดภายใตการคูณของ 𝐺 นั่นคือ 𝑎𝑏 ∈ 𝐻 สำหรับทุกๆ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻

ii) 𝑒 ∈ 𝐻 เมื่อ 𝑒 เปนเอกลักษณของ 𝐺

iii) ถา 𝑎 ∈ 𝐻 แลว 𝑎−1 ∈ 𝐻 เมื่อ 𝑎−1 เปนตัวผกผันของ 𝑎 ใน 𝐺

ตัวอยาง 11

1) (ℤ, +) ≤ (ℚ, +) ≤ (ℝ, +) ≤ (ℂ, +)

2) ℤ8 มีกรุปยอยทั้งหมดคือ {0}, {0, 4}, {0, 2, 4, 6} และ ℤ8

ตัวอยาง 12 เนื่องจาก (ℝ, ∗) เปนกรุป และ ℚ ⊂ ℝ จะพบวา (ℚ, +) เปนกรุปดวย ดังนั้น (ℚ, +)

เปนกรุปยอยของ (ℝ, +)

ตัวอยาง 13 ให 𝐺 = {−1, 1, 𝑖, −1} จากตัวอยาง 7 ไดวา (𝐺, ⋅) เปนกรุป ซึ่ง {1, −1} เปนเซตยอยของ
{1, −1, 𝑖, −𝑖} และ ({1, −1}, ⋅) เปนกรุป ดังนั้น ({1, −1}, ⋅) เปนกรุปยอยของ ({1, −1, 𝑖, −𝑖}, ⋅)

ตัวอยาง 14 (ℚ+, ⋅) ไมเปนกรุปยอยของ (ℝ, +) แมวา ℚ+ ⊂ ℝ เนื่องจากมีการดำเนินการทวิภาคที่
แตกตางกัน

ตัวอยาง 15 ให 𝐺 เปนกรุปของจำนวนจริงที่ไมใช 0 กับการคูณ
𝐻 = {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑥 = 1 หรือ 𝑥 เปนจำนวนอตรรกยะ } และ 𝐾 = {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑥 ≥ 1}

พบวา (𝐻, ⋅) ไมเปนกรุปยอยของ (𝐺, ⋅) เนื่องจาก √2 ∈ 𝐻 แต √2 ⋅ √2 = 2 ∉ 𝐻

และ (𝐾, ⋅) ไมเปนกรุปยอยของ (𝐺, ⋅) เนื่องจาก 2 ∈ 𝐾 แต 2−1 ∉ 𝐾

บทนิยามของกรุปอาบีเลียน (abelian group) หรือ กรุปสลับที่ (commutative group) ผูวิจัยได
ศึกษามาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรมของ รณสรรพ ชินรัมย (2007) และตัวอยาง 16 ผูวิจัยไดศึกษา
มาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรม 1 ของ วัฒพงษ พันอินากูล (2012)

บทนิยาม 2.6 จะเรียกกรุป 𝐺 วา กรุปอาบีเลียน หรือ กรุปสลับที่ ถา 𝐺 มีสมบัติสลับที่ นั่นคือ
𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 สำหรับทุก 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺
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สำหรับในกรณีที่การดำเนินทวิภาคของกรุปขาดสมบัติสลับที่กรุปดังกลาวจะถูกเรียกวา
กรุปไมอาบีเลียน (non-abelian group) หรือ กรุปไมสลับที่ (non-commutative group)

การที่ใชคำวา " กรุปอาบีเลียน " เพื่อเปนเกียรติใหแก นีลส เฮนริก อาเบล นักคณิตศาสตร
ชาวนอรเวย

ตัวอยาง 16

1) (ℤ, +), (ℚ, +), (ℝ, +) และ (ℂ, +) เปนกรุปสลับที่โดยมี 0 เปนสมาชิกเอกลักษณและ
แตละสมาชิก 𝑥 จะมี −𝑥 เปนตัวผกผัน

2) ให 𝑀𝑚,𝑛 เปนเซตของเมทริกซขนาด 𝑚 × 𝑛 ที่มีสมาชิกเปนจำนวนจริง จะไดวา (𝑀𝑚,𝑛, +)

เปนกรุปสลับที่
3) ให 𝑀𝑛 เปนเซตของเมทริกซ 𝑛 × 𝑛 ที่มีสมาชิกเปนจำนวนจริง จะไดวา (𝑀𝑛, ⋅) ไมเปนกรุป

เนื่องจากมีสมาชิกบางตัวไมมีตัวผกผัน ให 𝑀∗
𝑛 = {𝐴 ∈ 𝑀𝑛 | 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0} จะไดวา (𝑀∗

𝑛 , ⋅) เปนกรุป
แตจะไมเปนกรุปสลับที่

บทนิยามของริง (ring) และตัวอยาง 17 บทนิยามของไอดีลซาย (left ideal) ไอดีลขวา (right

ideal) ไอดีล (ideal) ตัวอยาง 18, 19 และ บทนิยามของไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ตัวอยาง 20 ที่จะ
พูดถึงตอไปนี้ ผูวิจัยศึกษามาจากหนังสือพีชคณิตนามธรรมของ รณสรรพ ชินรัมย (2007)

บทนิยาม 2.7 จะเรียก (R, +, ⋅) วา ริง ถา R เปนเซตไมวาง และ + และ ⋅ ตางก็เปนการดำเนินการ
ทวิภาคบน 𝑅 ซึ่งมีสมบัติตอไปนี้

i) (R, +) เปนกรุปอาบีเลียน
ii) (R, ⋅) เปนกึ่งกรุป
iii) สำหรับทุก 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅

𝑎 ⋅ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑐 (กฎแจกแจงซาย (left distributive law))

(𝑎 + 𝑏) ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ 𝑐 + 𝑏 ⋅ 𝑐 (กฎแจกแจงขวา (right distributive law))

สำหรับสมบัติขอ iii) จะอาจเรียกวา 𝑅 มี กฎแจกแจง (distributive law)

หมายเหตุ
1) นิยมเขียนการดำเนินการทวิภาคตัวแรกบนเซต 𝑅 ดวย + และจะเรียกการบวก และตัวที่

สองดวย ⋅ และเรียกวาการคูณ
2) เพื่อความสะดวกตอไป เมื่อกลาวถึงริง จะเขียนเพียงสั้น ๆ วา 𝑅 เปนริง แทนการเขียน

เต็ม ๆ วา (𝑅, +, ⋅) เปนริง และเขียนแทน 𝑎 ⋅ 𝑏 ดวย 𝑎𝑏 เมื่อไมกอใหเกิดความสับสนในการกลาวถึง
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3) ในบทนิยาม 2.6 ขอ 1 ทำใหไดวา 𝑅 ตองมีเอกลักษณภายใตการบวก จะเรียกเอกลักษณ
ภายใตการบวกนี้วา ศูนย (zero) ของ 𝑅 เขียนแทนดวย 0 หรือ 0𝑅

4) การบวกกันของสมาชิก 𝑎 ตัวเดิมเปนจำนวน 𝑛 ตัว จะเขียนเปน 𝑛𝑎 ซึ่งหมายความวา
𝑎 + 𝑎 + ⋅ + 𝑎⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑛ตัว
5) จากบทนิยาม 2.6 ขอ 2 รูวา (𝑅, ⋅) เปนเพียงกึ่งกรุปซึ่งอาจไมมีเอกลักษณก็ได ในกรณี

(𝑅, ⋅) มีเอกลักษณ จะเรียกเอกลักษณภายใตการคูณวา หนึ่ง (unity) หรือ เอกลักษณ ของ 𝑅 เขียน
แทนดวย 1 หรือ 1𝑅

6) ริงประกอบดวยสมาชิกอยางนอย 1 ตัว คือ 0

ตัวอยาง 17

1) ({0}, +, ⋅) เปนริง และเรียกวา ริงชัด (trivial ring)

2) (ℝ, +, ⋅), (ℚ, +, ⋅) และ (ℤ, +, ⋅) เปนริง
3) สำหรับทุก 𝑛 ∈ ℕ จะไดวา (𝑀𝑛(ℝ), +, ⋅) เปนริง

เชน 𝑀2(ℝ) = {
⎡⎢⎢
⎣

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎤⎥⎥
⎦

∣ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ} เปนริง

4) สำหรับทุก 𝑛 ∈ ℕ จะไดวา (ℤ𝑛, +, ⋅) เปนริง ซึ่ง ℤ𝑛 = {0, 1, 2, 3, ..., 𝑛 − 1}

5) สำหรับทุก 𝑛 ∈ ℕ จะไดวา (𝑛ℤ, +, ⋅) เปนริง ซึ่ง 𝑛ℤ = {..., −3𝑛, −2𝑛, −𝑛, 0, 𝑛, 2𝑛, 3𝑛, ...}

บทนิยาม 2.8 ให 𝑅 เปนริง และ 𝐼 เปนริงยอยของ 𝑅

1) จะเรียกวา 𝐼 ไอดีลซาย ของ 𝑅 ถา 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 สำหรับทุก 𝑎 ∈ 𝐼 และ 𝑟 ∈ 𝑅

2) จะเรียกวา 𝐼 ไอดีลขวา ของ 𝑅 ถา 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 สำหรับทุก 𝑎 ∈ 𝐼 และ 𝑟 ∈ 𝑅

3) จะเรียกวา 𝐼 ไอดีล ของ 𝑅 ถา 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 และ 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 สำหรับทุก 𝑎 ∈ 𝐼 และ 𝑟 ∈ 𝑅 หรือ
กลาวอีกนัยหนึ่ง 𝐼 เปนไอดีลของ 𝑅 ถา 𝐼 เปนทั้งไอดีลซายและไอดีลขวาของ 𝑅

ขอสังเกต
1) ในการนิยามไอดีล ไอดีลซาย และไอดีลขวา ของริง เราอาจเปลี่ยนเงื่อนไขของ 𝐼 ได จาก 𝐼

เปนริงยอยของ 𝑅 เปนเงื่อนไขที่เบากวา คือ 𝐼 เปนกรุปยอยภายใตการบวกของ 𝑅 ได
2) ในการแสดงวา 𝐼 เปนไอดีลของริง เราอาจเปลี่ยนการแสดงเงื่อนไข 𝐼 ได จาก 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 และ

𝑟𝑎 ∈ 𝐼 สำหรับทุก 𝑎 ∈ 𝐼 และ 𝑟 ∈ 𝑅 เปนการแสดงเงื่อนไข 𝑅𝐼 ⊆ 𝐼 และ 𝐼𝑅 ⊆ 𝐼 ได และการนิยามไอ
ดีลซายและไอดีลขวาของริงก็สามารถทำไดในทำนองเดียวกัน

ตัวอยาง 18 ในริง (ℤ, +, ⋅) จะไดวา 𝑛ℤ = {𝑛𝑥 ∣ 𝑥 ∈ ℤ} เปนไอดีลของ ℤ



10

ตัวอยาง 19 (ℤ, +, ⋅) เปนริงยอยของ (ℝ, +, ⋅) แตจะไมเปนไอดีลของ (ℝ, +, ⋅) เนื่องจาก 1
2 ∈ ℝ

และ 5 ∈ ℤ แต 1
2 ⋅ 5 = 5

2 ∉ ℤ

บทนิยาม 2.9 ให 𝑅 เปนริงสลับที่มีเอกลักษณ จะเรียกไอดีล 𝑃 ของ 𝑅 โดยที่ 𝑃 ≠ 𝑅 วา ไอดีลเฉพาะ
ของ 𝑅 ถา สำหรับทุก 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ถา 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แลว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ∈ 𝑃

ตัวอยาง 20 พิจารณาริง (ℤ, +, ⋅)

1) {0} เปนไอดีลเฉพาะของ ℤ

2) สำหรับทุกจำนวนเฉพาะ 𝑝 จะไดวา 𝑝ℤ เปนไอดีลเฉพาะของ ℤ

บทนิยามกึ่งกรุปไตรภาค (ternary semigroups) และ บทนิยามของไอดีลเฉพาะของ 𝑆 และ
ตัวอยาง 21 ผูวิจัยไดศึกษาจากผลงานวิจัยเรื่อง Some Ideals Of Ternary Semigrours ของ Kar and

Maity (2011)

บทนิยาม 2.10 กึ่งกรุปไตรภาค 𝑆 = (𝑆; ⋅) คือโครงสรางที่ประกอบดวยเซตไมวาง 𝑆 และตัวดำเนิน
การไตรภาค ⋅ บนเซต 𝑆 ที่คลองสอดสมบัติการเปลี่ยนกลุม นั่นคือ ถา (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑒 = 𝑎(𝑏𝑐𝑑)𝑒 = 𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒)

สำหรับทุก ๆ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ 𝑆

บทนิยาม 2.11 ไอดีลแท 𝑃 ของกึ่งกรุปไตรภาค 𝑆 เรียกวา ไอดีลเฉพาะ ของ 𝑆 ถาสำหรับทุก ๆ ไอดีล
𝐴, 𝐵, 𝐶 ของ 𝑆 ถา 𝐴𝐵𝐶 ⊆ 𝑃 แลว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐶 ⊆ 𝑃

ตัวอยาง 21 พิจารณากึ่งกรุปไตรภาค (ℤ−, ⋅) ซึ่งมีสมบัติสลับที่
1) ให 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ− ซึ่ง 𝑥𝑦𝑧 ∈ 𝑃 = {3𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ−} ดังนั้น 𝑥𝑦𝑧 = 3𝑘 สำหรับบาง 𝑘 ∈ ℤ−

จะไดวา 3 | 𝑥 หรือ 3 | 𝑦 หรือ 3 | 𝑧 นั่นคือ 𝑥 = 3𝑘1 หรือ 𝑦 = 3𝑘2 หรือ 𝑧 = 3𝑘3 สำหรับบาง
𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ ℤ− ดังนั้น 𝑥 ∈ 𝑃 หรือ 𝑦 ∈ 𝑃 หรือ 𝑧 ∈ 𝑃 ทำใหสรุปไดวา 𝑃 = {3𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ−}

2) ใหไอดีลเฉพาะ ℚ = {30𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ−} จะไดวา ℚ ไมเปนไอดีลเฉพาะของ ℤ− เนื่องจาก
(−2)(−3)(−5) = −30 ∈ ℚ แต (−2) ∉ ℚ, (−3) ∉ ℚ และ (−3) ∉ ℚ

2.2 งานวิจัยที่เกี่ยวของ

Kasner (1904) ไดศึกษาเกี่ยวกับลักษณะทั่วไปของโครงสรางพีชคณิตแบบดั้งเดิม เชน โครง-
สราง 𝑛-วิภาค

Sioson (1963) ไดศึกษาเกี่ยวกับกึ่งกรุป 𝑛-วิภาคปกติและศึกษาสมบัติของกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค
Sioson (1965) ไดศึกษาทฤษฎีของไอดีลในกึ่งกรุปไตรภาค และ ไดริเริ่มแนวคิดของกึ่งกรุป

ไตรภาคปกติ และแสดงลักษณะพิเศษ โดยใชสมบัติของ 3-ไอดีล
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Dudek and Grozdinska (1980) ไดศึกษาเกี่ยวกับธรรมชาติของกึ่งกรุป 𝑛-วิภาคปกติ
Santiago (1983) , Kar and Maity (2011) ไดพัฒนาทฤษฎีของกึ่งกรุปไตรภาค
Grzymala-Busse (2011) ไดนำทฤษฎีของระบบ 𝑛-วิภาค ไปประยุกตใช เชน การประยุกตใช

ในทฤษฎีออโตมาตาและการประยุกตใชในวิชาฟสิกส
Dudek (2011) ไดพิสูจนทฤษฎีบทและใหตัวอยางเกี่ยวกับกรุป 𝑛-วิภาคไวมากมาย และ ได

ศึกษาสมบัติของไอดีลที่เกี่ยวกับองคประกอบบางประการของ กึ่งกรุป 𝑛-วิภาค (𝑛 ≥ 3) ที่มีสมาชิก
เปนนิจพล

Wang, Zhou, and Zhan (2017) ไดกลาวถึงความสัมพันธระหวางกึ่งกรุป 𝑛-วิภาคปกติแบบ
ออนและกึ่งกรุป 𝑛-วิภาคปกติ

ภัทราวรรณ เพชรแกว และ รณสรรพ ชินรัมย (2018) ไดศึกษาเกี่ยวกับ minimality และ
maximality ของ 𝑛-ไอดีลในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค



บทที่ 3

วิธีการดำเนินการวิจัย

โครงงานวิจัยเรื่องไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค มีวิธีดำเนินการวิจัยตามขั้นตอน ดังนี้
1) ศึกษาคนควาเกี่ยวกับกึ่งกรุป กึ่งกรุปไตรภาคและกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค
2) ศึกษาคนควาเกี่ยวกับไอดีลในกึ่งกรุป ไอดีลในกึ่งกรุปไตรภาคและไอดีลในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค
3) ทำการศึกษาคนควาเอกสารตาง ๆ ทฤษฎีบทและงานวิจัยที่เกี่ยวของกับไอดีลเฉพาะในกึ่ง

กรุปไตรภาค
4) ทำการศึกษาสมบัติบางประการของไอดีล ไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค โดยประยุกต

จากสมบัติของไอดีลเฉพาะในริง กึ่งริง กึ่งกรุปและกึ่งกรุปไตรภาค
5) ขยายแนวคิดเกี่ยวกับไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปไตรภาคไปเปนไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค



บทที่ 4

ไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค

จากการศึกษางานวิจัยที่ เกี่ยวของกับไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปและไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปไตร
ภาค ซึ่งไดขยายแนวคิดและความสัมพันธของไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปและไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุปไตร
ภาคไปเปนไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค ไดดังผลการวิจัยดังตอไปนี้

4.1 ผลลัพธ

บทนิยาม 4.1 S = (S, 𝑓 ) คือ โครงสรางที่ประกอบดวยเซตไมวาง S และตัวดำเนินการ n-วิภาค
𝑓 (𝑓 ∶ S𝑛 → S) บนเซต S และสำหรับสมาชิก 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑗 ในเซต S จะเขียน 𝑥𝑗

𝑖 แทน 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑗

ในกรณีที่ 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖+2 = ... = 𝑥𝑖+𝑡 จะเขียน 𝑥𝑡 แทน 𝑥𝑖+𝑡
𝑖+1 และจะเขียนแทน 𝑓 (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ดวย

𝑓 (𝑥𝑛
1) จะเรียก (S, 𝑓 ) วา กึ่งกรุป n-วิภาค (𝑛-ary semigroup) ถา S สอดคลองกับสมบัติการเปลี่ยน

กลุม นั่นคือ

𝑓 (𝑥𝑖−1
1 , 𝑓 (𝑥𝑛+𝑖−1

𝑖 ), 𝑥2𝑛−1
𝑛+𝑖 ) = 𝑓 (𝑥𝑗−1

1 , 𝑓 (𝑥𝑛+𝑗−1
𝑗 ), 𝑥2𝑛−1

𝑛+𝑗 )

สำหรับทุก 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥2𝑛−1 ∈ S และสำหรับทุก 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛

ขอสังเกต จากบทนิยามของกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค
1) ถาให 𝑛 = 2 , กึ่งกรุป 2-วิภาค (2-ary semigroup) ก็คือ กึ่งกรุป
2) ถา 𝑛 = 3 , กึ่งกรุป 3-วิภาค (3-ary semigroup) ก็คือ กึ่งกรุปไตรภาค
ดังนั้น ในงานวิจัยชิ้นนี้ เนื่องจาก 𝑛 เปนจำนวนเต็มที่มากกวาหรือเทากับ 2 จึงกลาวไดวา งาน

วิจัยชิ้นนี้เปนการวางนัยทั่วไปของงานวิจัยในกึ่งกรุป และเปนการวางนัยทั่วไปของงานวิจัยในกึ่งกรุป
ไตรภาค

ตัวอยาง 22

1) (ℤ+
0 , ⋅) เปนกึ่งกรุป 2-วิภาค หรือ กึ่งกรุป

2) (ℤ−
0 , ⋅) เปนกึ่งกรุป 3-วิภาค หรือ กึ่งกรุปไตรภาค

3) (ℤ+, ⋅) เปนกึ่งกรุป 4-วิภาค (4-ary semigroup)

4) (ℤ−, ⋅) เปนกึ่งกรุป 5-วิภาค (5-ary semigroup)

5) (ℝ, ⋅), (ℝ, +), (ℚ, ⋅), (ℚ, +) เปนกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค สำหรับจำนวนเต็ม 𝑛 ≥ 2
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บทนิยาม 4.2 ให (S, 𝑓 ) เปนกึ่งกรุป n-วิภาคและให H เปนเซตยอยไมวางของ S ภายใตการดำเนิน
การ n-วิภาค f ถาสำหรับทุก 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛 ∈ H ไดวา f(𝑥𝑛

1) ∈ H แลว จะเรียก (H, f) วา กึ่งกรุปยอย
n-วิภาค ของ (S, f)

บทนิยาม 4.3 ให I เปนเซตไมวางของกึ่งกรุป n-วิภาค S จะเรียก I วา i-ไอดีล ของ S ถาสำหรับทุก
𝑥𝑖, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛 ∈ S และ 𝑎 ∈ I แลว 𝑓 (𝑥𝑖−1

1 , 𝑎, 𝑥𝑛
𝑖+1) ∈ I

บทนิยาม 4.4 ให I เปนเซตไมวางของกึ่งกรุป n-วิภาค S จะเรียก I วา ไอดีล ของ S ถา I เปน i-ไอดีล
ของ S ทุก 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

บทนิยาม 4.5 ให P เปนไอดีลของกึ่งกรุป n-วิภาค S ที่ไมเทากับ S จะเรียก P วา ไอดีลเฉพาะ ของ S ก็
ตอเมื่อ ถาสำหรับทุก 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 ∈ 𝑆 และ 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 ∈ 𝑃 แลว 𝑎𝑖 ∈ 𝑃 สำหรับบาง 𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑛}

ตัวอยาง 23 พิจารณากึ่งกรุป 5-วิภาค (ℤ−, ⋅) ซึ่งมีสมบัติสลับที่
ให 𝑃 = {5𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ−} จะแสดงวา 𝑃 เปนไอดีลเฉพาะ
ให 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5 ∈ ℤ− และ 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5 ∈ 𝑃 = {5𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ}

ดังนั้น 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5 = 5𝑘 สำหรับบาง 𝑘 ∈ ℤ−

เนื่องจาก 5 | 5𝑘 ดังนั้น 5 | 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5

เนื่องจาก 5 เปนจำนวนเฉพาะ ดังนั้น 5 | 𝑎𝑖 สำหรับบาง 1 ≤ 𝑖 ≤ 5

จะไดวา 𝑎𝑖 = 5𝑙𝑖 สำหรับบาง 𝑙𝑖 ∈ ℤ−

ดังนั้น 𝑎𝑖 ∈ 𝑃 สำหรับบาง 1 ≤ 𝑖 ≤ 5

เราสามารถสรุปไดวา 𝑃 = {5𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ−} เปนไอดีลเฉพาะของ (ℤ−, ⋅)

ทฤษฎีบท 4.1 ให {𝑃𝑖} เปนเซตของไอดีล ในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค จะไดวา ∪𝑃𝑖 และ ∩𝑃𝑖 เปนไอดีล

พิสูจน i) ให {𝑃𝑖} เปนเซตของไอดีลในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค
จะแสดงวา ∪𝑃𝑖 เปนไอดีลของ S

ให 𝑎 ∈ ∪𝑃𝑖 ดังนั้น 𝑎 ∈ 𝑃𝑗 สำหรับบาง j

ให 𝑥1, ..., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, ..., 𝑥𝑛 ∈ S ดังนั้น จะไดวา 𝑓 (𝑥𝑗−1
1 , 𝑎, 𝑥𝑛

𝑗+1) ∈ P𝑗

เนื่องจาก P𝑗 เปนไอดีลของ S จะไดวา 𝑓 (𝑥𝑗−1
1 , 𝑎, 𝑥𝑛

𝑗+1) ∈ P𝑗 ⊆ ∪𝑃𝑖

ดังนั้น จะไดวา ∪𝑃𝑖 เปนไอดีลของ S

ii) ตอไปจะแสดงวา ∩𝑃𝑖 เปนไอดีลของ S

ให 𝑏 ∈ ∩𝑃𝑖 ดังนั้น 𝑏 ∈ 𝑃𝑖 สำหรับทุก i

ให 𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛 ∈ S ดังนั้น 𝑓 (𝑥𝑖−1
1 , 𝑏, 𝑥𝑛

𝑖+1) ∈ P𝑖 เนื่องจาก P𝑖 เปนไอดีลของ S
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จะไดวา 𝑓 (𝑥𝑖−1
1 , 𝑏, 𝑥𝑛

𝑖+1) ∈ P𝑖 สำหรับทุก i ดังนั้น จะไดวา 𝑓 (𝑥𝑖−1
1 , 𝑏, 𝑥𝑛

𝑖+1) ∈ ∩P𝑖

ดังนั้น ∩𝑃𝑖 เปนไอดีลของ S �

ทฤษฎีบท 4.2 ให {𝑃𝑖} เปนเซตของไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป n-วิภาค S (prime ideal in 𝑛-ary semigroup

S) จะไดวา ∪𝑃𝑖 และ ∩𝑃𝑖 เปนไอดีล ของ S

พิสูจน ให {𝑃𝑖} เปนเซตของไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป n-วิภาคของ S

ดังนั้น 𝑃𝑖 ก็จะเปนไอดีลของ S สำหรับทุก i

จากทฤษฎีบท 4.1 จะไดวา ∪𝑃𝑖 และ ∩𝑃𝑖 เปนไอดีล ของ S �

จากทฤษฎีบท 4.2 จะไดวา ให {𝑃𝑖} เปนเซตของไอดีลเฉพาะ ในกึ่งกรุป n-วิภาค S จะไดวา
∪𝑃𝑖 และ ∩𝑃𝑖 เปนไอดีล ของ S แตไมจำเปนตองเปนไอดีลเฉพาะ ของ S ในกรณีทั่ว ๆ ไป ดังที่จะ
แสดงในตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 24 พิจารณากึ่งกรุป 3-วิภาค (ℤ−, ⋅)

จะไดวา 2ℤ−, 3ℤ−, 5ℤ− เปนไอดีลเฉพาะของ (ℤ−, ⋅) แต 2ℤ− ∩ 3ℤ− ∩ 5ℤ− ไมเปนไอดีล
เฉพาะของ (ℤ−, ⋅)

วิธีทำ เนื่องจาก 2ℤ− = {−2, −4, −6, −8, −10, −12, −14, −16, −18, −20, −22, −24, −26, −28, −30, ...}

3ℤ− = {−3, −6, −9, −12, −15, −18, −21, −24, −27, −30, ...}

5ℤ− = {−5, −10, −15, −20, −25, −30, ...}

ดังนั้น 2ℤ−∪3ℤ−∪5ℤ− = {−2, −3, −4, , −5, −6, −8, −9, −10, −12, −14, −15, −16, −18, −20,

− 21, −22, −24, −25, −26, −27, −28, −30, ...}

ดังนั้น 2ℤ− ∩ 3ℤ− ∩ 5ℤ− = {−30, −60, −90, −120, ...}

เนื่องจาก (−2)(−3)(−5) = −30 ∈ 2ℤ− ∩ 3ℤ− ∩ 5ℤ−

แต −2 ∉ 2ℤ− ∩ 3ℤ− ∩ 5ℤ− , −3 ∉ 2ℤ− ∩ 3ℤ− ∩ 5ℤ− และ −5 ∉ 2ℤ− ∩ 3ℤ− ∩ 5ℤ−

ดังนั้น 2ℤ− ∩ 3ℤ− ∩ 5ℤ− ไมเปนไอดีลเฉพาะของ ℤ−

ทฤษฎีบท 4.3 ให {𝑃𝑖} เปนเซตของไอดีลเฉพาะ ในกึ่งกรุป n-วิภาค S และ {𝑃𝑖} อยูในลูกโซเดียวกัน
แลวจะไดวา ∪𝑃𝑖 และ ∩𝑃𝑖 เปนไอดีลเฉพาะของ S

พิสูจน i) จะแสดงวา ∩𝑃𝑖 เปนไอดีลเฉพาะของ S

จากทฤษฎีบท 4.1 จะไดวา ∩𝑃𝑖 เปนไอดีลของ S

𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 ∈ 𝑆 โดยที่ 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 ∈ 𝑃
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จะพิสูจนโดยขอขัดแยง โดยสมมติให 𝑎1 ∉ ∩𝑃𝑖, 𝑎2 ∉ ∩𝑃𝑖, 𝑎3 ∉ ∩𝑃𝑖, ..., 𝑎𝑛 ∉ ∩𝑃𝑖

ดังนั้น จะมี 𝑖 + 1, 𝑖 + 2, ..., 𝑖 + 𝑛 ซึ่ง 𝑎1 ∉ ∩𝑃𝑖+1, 𝑎2 ∉ ∩𝑃𝑖+2, 𝑎3 ∉ ∩𝑃𝑖+3, ..., 𝑎𝑛 ∉ ∩𝑃𝑖+𝑛

เนื่องจาก {𝑃𝑖} เปนลูกโซ ให 𝑃𝑖+1 ⊆ 𝑃𝑖+2 ⊆ 𝑃𝑖+3 ⊆ ... ⊆ 𝑃𝑖+𝑛

เนื่องจาก 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 ∈ ∩𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+1 และเนื่องจาก 𝑃𝑖+1 เปนไอดีลเฉพาะ
จะไดวา 𝑎1 ∈ 𝑃𝑖+1 หรือ 𝑎2 ∈ 𝑃𝑖+1 หรือ 𝑎3 ∈ 𝑃𝑖+1 หรือ ... หรือ 𝑎𝑛 ∈ 𝑃𝑖+1

ซึ่งเปนขอขัดแยง
ดังนั้น 𝑎1 ∈ ∩𝑃𝑖 หรือ 𝑎2 ∈ ∩𝑃𝑖 หรือ 𝑎3 ∈ ∩𝑃𝑖 หรือ ... หรือ 𝑎𝑛 ∈ ∩𝑃𝑖

เนื่องจาก ∩𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+1

ดังนั้น ∩𝑃𝑖 เปนไอดีลเฉพาะ
ii) ตอไปจะแสดงวา ∪𝑃𝑖 เปนไอดีลเฉพาะของ S

จากทฤษฎีบท 4.1 จะไดวา ∪𝑃𝑖 เปนไอดีล S

𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 ∈ 𝑆 โดยที่ 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 ∈ 𝑃𝑖

จะพิสูจนโดยขอขัดแยง โดยสมมติให 𝑎1 ∉ ∪𝑃𝑖, 𝑎2 ∉ ∪𝑃𝑖, 𝑎3 ∉ ∪𝑃𝑖, ..., 𝑎𝑛 ∉ ∪𝑃𝑖

ดังนั้น จะมี 𝑖 + 1, 𝑖 + 2, ..., 𝑖 + 𝑛 ซึ่ง 𝑎1 ∉ ∪𝑃𝑖+1, 𝑎2 ∉ ∪𝑃𝑖+2, 𝑎3 ∉ ∪𝑃𝑖+3, ..., 𝑎𝑛 ∉ ∪𝑃𝑖+𝑛

เนื่องจาก {𝑃𝑖} เปนลูกโซ ให 𝑃𝑖+1 ⊆ 𝑃𝑖+2 ⊆ 𝑃𝑖+3 ⊆ ... ⊆ 𝑃𝑖+𝑛

เนื่องจาก 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 ∈ ∪𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+𝑛 และเนื่องจาก 𝑃𝑖+1 เปนไอดีลเฉพาะ
จะไดวา 𝑎1 ∈ 𝑃𝑖+𝑛 หรือ 𝑎2 ∈ 𝑃𝑖+𝑛 หรือ 𝑎3 ∈ 𝑃𝑖+𝑛 หรือ ... หรือ 𝑎𝑛 ∈ 𝑃𝑖+𝑛

ซึ่งเปนขอขัดแยง
ดังนั้น 𝑎1 ∈ ∪𝑃𝑖 หรือ 𝑎2 ∈ ∪𝑃𝑖 หรือ 𝑎3 ∈ ∪𝑃𝑖 หรือ ... หรือ 𝑎𝑛 ∈ ∪𝑃𝑖

เนื่องจาก ∪𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+𝑛 ดังนั้น ∪𝑃𝑖 เปนไอดีลเฉพาะ �

ทฤษฎีบท 4.4 ถา I เปนไอดีลของกึ่งกรุป n-วิภาค S และ P เปนไอดีลเฉพาะของ S แลว 𝐼 ∩ 𝑃 เปน
ไอดีลเฉพาะของ I

พิสูจน สมมติให I เปนไอดีลของกึ่งกรุป n-วิภาค S และ P เปนไอดีลเฉพาะของกึ่งกรุป n-วิภาค S ให
𝑎 ∈ 𝐼 ∩ 𝑃 และ ให 𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛 ∈ I ⊆ S

จะไดวา 𝑓 (𝑥𝑖−1
1 , 𝑎, 𝑥𝑛

𝑖+1) ∈ I เนื่องจาก I เปนไอดีลของ S

และ 𝑓 (𝑥𝑖−1
1 , 𝑎, 𝑥𝑛

𝑖+1) ∈ P เนืื่องจาก P เปนไอดีลของ S

ดังนั้น 𝑓 (𝑥𝑖−1
1 , 𝑎, 𝑥𝑛

𝑖+1) ∈ 𝐼 ∩ 𝑃 ดังนั้น 𝐼 ∩ 𝑃 เปนไอดีลของ I

ตอไปจะแสดงวา 𝐼 ∩ 𝑃 เปนไอดีลเฉพาะของ I

ให 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, ..., 𝑎𝑛 ∈ I ⊆ S ซึ่ง 𝑎1𝑎2𝑎3...𝑎𝑛 ∈ 𝐼 ∩ 𝑃
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ดังนั้น 𝑎1𝑎2𝑎3...𝑎𝑛 ∈ 𝐼 และ 𝑎1𝑎2𝑎3...𝑎𝑛 ∈ 𝑃 เนื่องจาก P ไอดีลเฉพาะของ S

และ 𝑎1𝑎2𝑎3...𝑎𝑛 ∈ 𝑃 จะไดวา 𝑎𝑗 ∈ P สำหรับบาง 𝑗 ∈ {1, 2, 3, ..., 𝑛}

เนื่องจาก 𝑎𝑗 ∈ I จะไดวา 𝑎𝑗 ∈ I ∩ P ดังนั้น 𝐼 ∩ 𝑃 เปนไอดีลเฉพาะของ I �

บทนิยาม 4.6 ให Q เปนไอดีลเฉพาะแทของกึ่งกรุป n-วิภาค S จะเรียก Q วา กึ่งเฉพาะ (semiprime)

ของ S ก็ตอเมื่อสำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝑆, ถา 𝑥𝑛 ∈ 𝑄 แลว 𝑥 ∈ 𝑄

บทนิยาม 4.7 ให I เปนไอดีลเฉพาะแทของกึ่งกรุป n-วิภาค S จะเรียก I วา ลดทอนไมไดอยางออน
(weakly irreducible) ก็ตอเมื่อ ถาสำหรับไอดีล H และไอดีล K ของ S, H ∩ K = I แลวจะไดวา 𝐼 = 𝐻

หรือ 𝐼 = 𝐾

บทนิยาม 4.8 ให I เปนไอดีลเฉพาะแทของกึ่งกรุป n-วิภาค S จะเรียก I วา ลดทอนไมไดอยางเขม
(strongly irreducible) ถา สำหรับไอดีล H และไอดีล K ของ S, H ∩ K ⊆ I แลว จะไดวา 𝐼 ⊆ 𝐻 หรือ
𝐼 ⊆ 𝐾

ทฤษฎีบท 4.5 ให P เปนไอดีลเฉพาะแท (proper prime ideal) ของกึ่งกรุป n-วิภาค S ถา P จะเปน
ไอดีลเฉพาะของ S แลว P เปนกึ่งเฉพาะของ S และเปนลดทอนไมไดอยางเขม

พิสูจน สมมติให P เปนไอดีลเฉพาะของ S จะแสดงวา P เปนกึ่งเฉพาะของ S และเปนลดทอนไมได
อยางเขม ให 𝑥 ∈ 𝑆 ซึ่ง 𝑥𝑛 ∈ 𝑃 เนื่องจาก P เปนไอดีลเฉพาะของ S ดังนั้น 𝑥 ∈ 𝑃

ดังนั้น เราจะไดวา P เปนกึ่งเฉพาะของ S

สมมติให H และ K เปนไอดีลของ S ซึ่ง 𝐻 ∩ 𝐾 ⊆ 𝑃

เนื่องจาก P เปนไอดีลเฉพาะแทของ S ดังนั้น 𝑆 − 𝑃 ≠ 𝜙

ให 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛−2 ∈ 𝑆 − 𝑃 และ ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾

เนื่องจากวา H เปนไอดีลของ S ดังนั้น 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛−2ℎ𝑘 ∈ 𝐻

เนื่องจากวา K เปนไอดีลของ S ดังนั้น 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛−2ℎ𝑘 ∈ 𝐾

ดังนั้น 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛−2ℎ𝑘 ∈ 𝐻 ∩ 𝐾

เนื่องจาก 𝐻 ∩ 𝐾 ⊆ 𝑃 ดังนั้น 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛−2ℎ𝑘 ∈ 𝑃

เนื่องจาก P เปนไอดีลเฉพาะของ S และ 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛−2 ∉ 𝑃

ดังนั้น จะไดวา ℎ ∈ 𝑃 หรือ 𝑘 ∈ 𝑃

เนื่องจาก h และ k เปนสมาชิกใดๆใน H และ K ดังนั้น จะไดวา 𝐻 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐾 ⊆ 𝑃

ดังนั้น P เปน ลดทอนไมไดอยางเขม ดังนั้น จะสามารถสรุปไดวา P เปนไอดีลเฉพาะของ S

และ P เปนกึ่งเฉพาะและลดทอนไมไดอยางเขม
�



บทที่ 5

สรุปและอภิปรายผลการวิจัย

ในงานวิจัยนี้ เราไดศึกษาบางโครงสรางพีชคณิตเกี่ยวกับกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค และหนึ่งในนั้นที่
สำคัญ คือ ไอดีลเฉพาะ บทนิยามของไอดีลเฉพาะ นิยามโดยใชเซตปกติแตกำหนดโดยใชสวนประกอบ
ถาพิจารณาภายใตเงื่อนไขการสลับที่ ตัวอยางเชน 𝑃 เปนไอดีลเฉพาะของกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค 𝑆 สำหรับ
ทุก ๆ 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑛 ∈ 𝑆, 𝐴1𝐴2...𝐴𝑛 ∈ 𝑃 นั่นคือ 𝐴𝑖 ∈ 𝑃 สำหรับบาง 𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} อยางไร
ก็ตามในงานวิจัยนี้เราพิจารณาภายใตเงื่อนไขการสลับที่ เรากำหนดให 𝑃 เปนไอดีลเฉพาะของการสลับ
ที่กึ่งกรุป 𝑛-วิภาค 𝑆 สำหรับทุก ๆ 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 ∈ 𝑆, 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 ∈ 𝑃 นั่นคือ 𝑎𝑖 ∈ 𝑃 สำหรับบาง
𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} อยางไรก็ตาม บางผลการวิจัยเปนจริงในทั้งกรณีสลับที่และไมสลับที่

จากผลการวิจัย เราสามารถสรุปไดวา ถา {𝑃𝑖} เปนกลุมของไอดีลเฉพาะในกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค 𝑆

ดังนั้น ∪𝑃𝑖 และ ∩𝑃𝑖 เปนไอดีลของ 𝑆 แตไมจำเปนตองเปนไอดีลเฉพาะของ 𝑆 ในกรณีทั่วไป อยางไร
ก็ตามในงานวิจัยนี้เราพิสูจนแลววา ∪𝑃𝑖 และ ∩𝑃𝑖 ตองเปนไอดีลเฉพาะของกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค 𝑆 ถา {𝑃𝑖}

เปนรูปแบบหวงโซ จากนั้นเราไดกำหนดวา ถา 𝐼 เปนไอดีลของกึ่ง 𝑛-วิภาค 𝑆 และ 𝑃 เปนไอดีลเฉพาะ
ของ 𝑆 ดังนั้น 𝐼 ∩ 𝑃 เปนไอดีลเฉพาะของ 𝐼 ในทฤษฎีบทสุดทายเราจะไดวา ถา 𝑃 เปนไอดีลเฉพาะแท
ของกึ่งกรุป 𝑛-วิภาค 𝑆 ดังนั้น 𝑃 เปนกึ่งเฉพาะและลดทอนไมไดอยางเขม
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