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บทคัดยอ

งานวิจัยนี้ไดพัฒนาแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ
โดยแบงกลุมประชากรออกเปน 3 กลุม ไดแก กลุมประชากรที่เสี่ยงตอการติดเชื้อ กลุมประชากรที่ติด
เชื้อ และกลุมประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยก ผลการศึกษาพบวาแบบจำลองนี้มีจุดสมดุล 2 จุด คือ จุด
สมดุลที่อิสระจากโรค และจุดสมดุลที่โรคคงอยู เสถียรภาพของจุดสมดุลขึ้นอยูกับคาระดับการติดเชื้อ
(𝑅0) กลาวคือ จุดสมดุลที่อิสระจากโรคมีเสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสนกำกับเมื่อ 𝑅0 < 1 และจุดสมดุล
ที่โรคคงอยูมีเสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสนกำกับเมื่อ 𝑅0 > 1 และงานวิจัยนี้ยังไดแสดงผลเชิงตัวเลขเพื่อ
ตรวจสอบผลเชิงทฤษฎีของแบบจำลอง รวมทั้งยังไดวิเคราะหผลกระทบของประสิทธิภาพการคัดแยก
ตอการแพรระบาดของโรค

คำสำคัญ: แบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 เสถียรภาพ คาระดับการติดเชื้อ การคัดแยกที่ไมสมบูรณ
การรักษา
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abstract

This study aims to develop 𝑆𝐼𝑄𝑆 epidemic model with treatment and imperfect quarantine.

Dividing the population into three groups include susceptible infected and quarantine individuals.

The model exhibits two equilibriums, disease-free and endemic equilibriums. The stability

equilibrium depend on basic reproductive number (𝑅0) The results found that the disease-free

equilibrium is locally asymptotically stable when 𝑅0 < 1 and the endemic equilibrium is locally

asymptotically stable when 𝑅0 > 1 Furthemore, this research presents numerical simulations

results to verify theoretical results of the model. The effect of efficient of the quarantine is

analyzed on spread of the disease.

Keywords: 𝑆𝐼𝑄𝑆 epidemic model, basic reproductive number, stabillity, imperfect quarantine,

treatment
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กิตติกรรมประกาศ

การดำเนินโครงงาน แบบจำลองทางคณิตศาสตร 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไม
สมบูรณ สามารถสำเร็จลุลวงไดดวยดีทั้งนี้เพราะไดรับความอนุเคราะหและความชวยเหลือจากผูทรง
ความรูหลาย ๆ ทานโดยเฉพาะอยางยิ่ง ดร.ศิรฉัตร ทิพยศรี อาจารยที่ปรึกษาโครงงาน และอาจารย
สายใจ เพชรคงทอง อาจารยที่ปรึกษารวมที่ไดเสียสละเวลาเพื่อใหคำปรึกษา คำแนะนำ และใหความ
ชวยเหลือตาง ๆ จนกระทั่งโครงงานฉบับนี้เสร็จสมบูรณเเละขอขอบคุณเพื่อน ๆ ในสาขาวิชาคณิต-
ศาสตรทุกคนที่คอยใหคำแนะนำ และใหกำลังใจ รวมถึงการชวยเหลือที่มีใหกันมาตลอด

สุดทาย ขอกราบขอบพระคุณคุณพอคุณแมที่คอยดูแลและใหโอกาสทางการศึกษาและเปน
กำลังใจสำคัญที่สุดที่ทำใหโครงงานฉบับนี้เสร็จสมบูรณ
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บทที่ 1

บทนำ
1.1 ที่มาและความสำคัญ

โรคระบาดเปนปญหาทางดานสาธารณสุขที่มีความสำคัญทำใหมีผูปวยในแตละปมีจำนวน
มากและอาจรุนแรงขึ้นเปนสาเหตุทำใหเสียชีวิต ปจจัยสำคัญที่ทำใหมีการระบาดและมีการขยายพื้นที่
เกิดโรคออกไปอยางกวางขวางและรวดเร็ว ไดแก การเพิ่มขึ้นของจำนวนประชากรโดยเฉพาะชุมชน
เมืองเกิดขึ้นจำนวนมาก มีการเคลื่อนยายถิ่นของประชากร ปจจัยเหลานี้ทำใหการแพรกระจายของ
เชื้อเปนไปไดอยางรวดเร็วและสงผลกระทบใหเกิดความเสียหายตอประเทศหลายดาน เชน ดานสา-
ธารณสุข เศรษฐกิจ อุตสาหกรรม เปนตน การสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเปนอีกหนึ่งวิธีที่สามารถ
ปองกัน และควบคุมการ ระบาดของโรคไดเนื่องจากสามารถรายงานลักษณะการระบาดของโรค ชวง
ระยะเวลาของการระบาดของโรค ความรุนแรงของโรคสามารถพยากรณจำนวนผูที่ติดเชื้อ และยังสา-
มารถหามาตรการเฝาระวังหรือควบคุมการระบาดของโรคตาง ๆ โดยใชแบบจำลองการระบาดซึ่งเรียก
วา แบบจำลองโรคระบาด แมวาบางโรคจะไมทำอันตรายถึงชีวิตแตทำใหไดรับความทุกขทรมานและ
ความรำคาญใจจากอาการตาง ๆ ไดเชนกัน ดังนั้นการปองกันจึงมีความสำคัญในการรักษาสุขภาพ
ใหแข็งแรงโดยการออกกำลังกายสม่ำเสมอ รับประทานอาหารที่มีประโยชนถูกสุขลักษณะ พักผอนให
เพียงพอ การปองกันการระบาดของโรค ไดแก การรักษาและการคัดแยกผูปวยที่ติดเชื้อ ซึ่งจะสงผลให
อัตราการระบาดของโรคลดลง

การรักษาเปนสวนสำคัญในการปองกันและควบคุมหรือลดการแพรกระจายของเชื้อโรค เชน
การฉีดยา การรับประทานยา การฉายรังสี เปนตน จะทำใหลดการแพรกระจายของเชื้อและลดการ
เกิดโรคระบาดในเขตหรือชุมชนที่เสี่ยงตอการเกิดโรค

นอกจากนี้ยังมีอีกหนึ่งวิธีที่สามารถปองกันการระบาดของโรค คือ การคัดแยก เปนการแยก
ผูปวยที่ เปนแหลงของเชื้อโรคออกจากผูอื่น เพื่อไม ใหแพร เชื้อไปสูผูปวยที่อยู ใกลชิด (Infectious

Isolation) และโดยการแยกผูปวยที่มีภูมิคุมกันโรคตํ่า หรือติดเชื้อไดงายใหอยูในสิ่งแวดลอมที่ปราศ-
จากเชื้อโรคหรือมีเชื้อโรคนอย (Protective Isolation) (สมหวัง ดานชัยวิจิตร ,เสนห เจียสกุล ,ศรีเบญจา
ไวทยพิเชษฐ,ทวีสุข ปทุมานุสสรณ, 2018) และในบางครั้งการคัดแยกผูปวยอาจจะไมสมบูรณเนื่องจาก
ปญหาที่พบในการคัดแยก เชน ผูปวยไมปฏิบัติตามที่หมอบอก และหมอไมสามารถดูแลผูปวยไดอยาง
ทั่วถึงทุกคน จึงทำใหผูปวยที่เปนโรคสามารถแพรเชื้อไปยังบุคคลอื่นได
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จากที่ไดศึกษาทำใหผูวิจัยเกิดความสนใจที่จะพัฒนาแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการ
รักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ ซึ่งในงานวิจัยครั้งนี้ไดเเบงประชากรออกเปน 3 กลุม คือ 𝑆 แทน
กลุมประชากรที่เสี่ยงตอการติดเชื้อ 𝐼 แทนกลุมประชากรที่ติดเชื้อ และ 𝑄 แทนกลุมประชากรติดเชื้อที่
ถูกคัดแยก เพื่อวิเคราะหเสถียรภาพและคำนวณผลเชิงตัวเลขเพื่อยืนยันผลในทางทฤษฎี

1.2 จุดประสงค

1) เพื่อพัฒนาแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ

2) เพื่อหาจุดสมดุลของเเบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ

3) เพื่อวิเคราะหเสถียรภาพของแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไม
สมบูรณ

4) แสดงผลเชิงตัวเลขสำหรับแบบจำลองทางคณิตศาสตร

1.3 ขอบเขตการศึกษา

1) ศึกษาแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ

2) หาจุดสมดุลของเเบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ

3) วิเคราะหเสถียรภาพของแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ ไม
สมบูรณ

1.4 แผนดำเนินการศึกษา

ขั้นตอนการดำเนินงาน
พ.ศ.2561 พ.ศ.2562

ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ.

1. ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของ
2. พัฒนางานวิจัย
3. สรุปและอภิปรายผล
4. เขียนรายงานและสงเลมรายงาน
5. สอบโครงงานวิจัยทางคณิตศาสตร
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1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ

1) ไดแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ

2) ไดจุดสมดุลของเเบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ

3) ไดเสถียรภาพของแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษาและการคัดแยกที่ไมสมบูรณ

4) ไดผลเชิงตัวเลขสำหรับแบบจำลองทางคณิตศาสตร



บทที่ 2

แนวคิด ทฤษฎี เอกสาร และงานวิจัยที่เกี่ยวของ

งานวิจัยในครั้งนี้ เราจะใชแบบจำลองทางคณิตศาสตรมาสรางแบบจำลองโรคระบาด และ
วิเคราะหเสถียรภาพของแบบจำลอง เพื่อนำแบบจำลองมาใชในการควบคุมการแพรระบาดของโรค
และพยากรณโรคระบาด ซึ่งในการศึกษาคนควาเพื่อดำเนินการใหเปนไปตามวัตถุประสงค ผูศึกษาได
ศึกษาเอกสาร และงานวิจัยที่เกี่ยวของ ดังนี้

1) ความรูเกี่ยวกับโรคระบาด
2) คาระดับการติดเชื้อพื้นฐาน
3) การหาคาระดับการติดเชื้อของแบบจำลองการระบาดโดยใชวิธีรุนถัดไป
4) จาโคเบียน
5) ระบบสมการเชิงเสน และทฤษฎีเกี่ยวกับเมทริกซ
6) การหารากของ Routh- Hurwitz

7) งานวิจัยที่เกี่ยวของ

2.1 ความรูเกี่ยวกับโรคระบาด

โรคระบาด (Epidemic) หมายถึง สถานการณการติดเชื้อโรคหรือโรคติดเชื้อที่เกิดขึ้นในระยะ
เวลาเดียวกันในชุมชน ในถิ่นหรือในแหลงหนึ่งแหลงใดในอัตราสูงกวาสถานการณปกติที่ควรเปน ซึ่ง
สามารถติดตอจากสิ่งมีชีวิตหนึ่งไปยังอีกสิ่งมีชีวิตหนึ่งได โดยไมจำกัดวาสิ่งมีชีวิตนั้นจะเปนมนุษยหรือ
ไมก็ตาม โรคติดเชื้อ สามารถแพรไปสูสิ่งมีชีวิตอื่นไดโดยการสัมผัสโดยตรง การสูดดมหายใจเอาเชื้อ
โรคที่แพรจากผูปวย การรับประทานอาหารหรือน้ำดื่มที่มีเชื้อปนอยู หรือแมแตผานตัวกลางที่เรียกวา
พาหะ โดยการติดเชื้อนั้นลุกลามแพรกระจายอยูในชุมชน ในถิ่น หรือในแหลงนั้นๆที่อยูใกลเคียงจุดเริ่ม
ตนของโรค และสามารถแพรกระจายลุกลามไปยังชุมชนอื่น ๆ ที่อยูไกล ๆ ออกไปไดหลาย ๆ ชุมชน
หรือหลายๆสถานที่ (พวงทอง ไกรพิบูลย, 2556)

2.1.1 ปจจัยของการเกิดโรคระบาด
เมื่อเชื้อโรคเขาสูรางกาย บางคนอาจเกิดโรคและแสดงอาการอยางรวดเร็ว ขณะที่บางคน ไม

แสดงอาการใด ๆ ทั้งนี้ขึ้นอยูกับ (1) คุณสมบัติของเชื้อ เชน ความสามารถในการกอโรคของเชื้อ ความ
รุนแรงของเชื้อ ระยะฟกตัวของเชื้อที่เขาสูรางกาย และปริมาณของเชื้อที่ไดรับ (2) สภาพรางกายผูรับ
เชื้อโรค โดยเฉพาะคนชรา ทารก และเด็กเล็ก ที่มีระดับภูมิตานทานโรคของรางกาย ไมดีพอ ทำให
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เจ็บปวยไดงาย และมีอาการรุนแรงมากกวากลุมอายุอื่น สำหรับคนที่มีรางกายแข็งแรง ภูมิตานทาน
ของรางกายดี เมื่อไดรับเชื้ออาจไมเกิดโรค หรือหากเกิดโรคก็อาจแสดงอาการไมรุนแรง และ (3) สิ่ง
แวดลอม ซึ่งมีผลตอการแพรกระจายของโรคและการเกิดโรคได เชน ถาอากาศหนาวเย็น เชื้อไวรัส
หวัดจะสามารถอยูในสิ่งแวดลอมไดนานขึ้น โอกาสที่คนจะไดรับเชื้อและเปนโรคหวัดจึงมากขึ้น ใน
ขณะที่ เชื้อแบคทีเรียบางชนิดสามารถเจริญเติบโตและเพิ่มจำนวนไดดี ในอุณหภูมิที่สูงขึ้น เชน เชื้อ
อหิวาตกโรค ซึ่งมักระบาดในชวงฤดูรอน เปนตน

2.1.2 การรักษาของโรคระบาด
การรักษาของโรคระบาดประกอบดวยการรักษาตามสาเหตุ และการรักษาประคับประคอง

ตามอาการ (พวงทอง ไกรพิบูลย, 2556)

1) การรักษาตามสาเหตุ คือ การรักษาตามชนิดของเชื้อโรค เชน
- การใหยาปฏิชีวนะ เมื่อโรคเกิดจากแบคทีเรีย ซึ่งยาปฏิชีวนะมีหลากหลายชนิด การเลือก

ใชยาจึงตองเหมาะสมกับชนิดของแบคทีเรียนั้น ๆ ดังนั้น การใชยาปฏิชีวนะจึงจำเปนตองไดรับคำ
แนะนำจาก แพทย เภสัชกร และพยาบาลเสมอ เพราะการซื้อยากินเอง มักทำใหเกิดเชื้อดื้อยา และ
อาจสงผลใหโรคไมหายจากการใชยาที่ไมเหมาะกับโรค ทั้งชนิดของยา ปริมาณยา และระยะเวลาที่ตอง
ไดรับยา

- การใหยาตานไวรัส เมื่อโรคเกิดจากไวรัสชนิดที่มียาตานไวรัสชนิดนั้น ทั้งนี้ เพราะโดย
ทั่วไป รางกายจะสรางภูมิคุมกันตานทานโรคขึ้นมากำจัดไวรัสเอง การรักษาการติดเชื้อไวรัสโดยทั่วไป
เปนการรักษาแบบประคับประคองตามอาการ (ไมสามารถใชยาปฏิชีวนะไดเนื่องจากยาปฏิชีวนะฆา
ไวรัสไมได และไมสามารถใชยาตานไวรัสไดกับทุกชนิดของไวรัส) โดยทั่วไป ถึงแมจะมียาตานไวรัส
แพทยเลือกใชเฉพาะกรณีที่โรครุนแรง หรือเมื่อมีการติดเชื้อของผูที่มีภูมิคุมกันตานทานโรคต่ำ หรือที่
เรียกวา กลุมเสี่ยง เชน การใชยาโอเซลทามิเวียร (Oseltamivir) ในโรคไขหวัดใหญ 2009 เปนตน

- การใหยาฆาเชื้อรา เมื่อโรคเกิดจากติดเชื้อรา ซึ่งยาฆาเชื้อรามีหลายชนิดเชนกันขึ้นกับวา
เปนการติดเชื้อราชนิดใด เชน การใชยาคีโตโคนาโซล (Ketoconazole) ในโรคเชื้อราในชองคลอด

- การใหยาฆาสัตวเซลลเดียว ใชเมื่อโรคเกิดจากสัตวเซลลเดียว ซึ่งยาจะมีหลายชนิด ขึ้น
กับวาเปนการติดเชื้อสัตวเซลลเดียวชนิดใด เชน ยา Chloroquine ในการรักษาโรคไขจับสั่น หรือ ยา
Metronidazole ในการรักษาโรคบิดมีตัว เปนตน

2) การรักษาประคับประคองตามอาการ คือ ใหการรักษาแบบประคับประคองตามอาการของ
ผูปวย เชน

- การใหยาพาราเซตามอล เพื่อลดไข หรือลดปวดศีรษะ ปวดเมื่อยเนื้อตัวเมื่อมีไข
- การพักผอนใหเพียงพอ
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- การดื่มน้ำมาก ๆ เพื่อปองกันภาวะเสียน้ำจากมีไข จากอาเจียน หรือ จากทองเสีย
- การกินอาหารออน เพื่อใหกระเพาะอาหารยอยอาหารไดงายในภาวะรางกายเจ็บปวย
- การใหสารอาหารทางหลอดเลือดดำ เมื่อขาดน้ำมากหรือดื่มน้ำ

2.2 คาระดับการติดเชื้อพื้นฐาน

คาระดับการติดเชื้อพื้นฐานของโรค (Basic reproductive number) เขียนโดยใชสัญลักษณ 𝑅0

ซึ่งเปนดัชนีวัดจำนวนเฉลี่ยของผูติดเชื้อ หรือคาดัชนีสำหรับการแพรระบาดในกลุมประชากรเสี่ยงที่
สัมพันธกับจำนวนประชากรที่ติดเชื้อครั้งแรก ถา 𝑅0 < 1 การระบาดของโรคลดลง หรือไมมีการแพร
ระบาดของโรคในอาณาบริเวณที่ศึกษา แตถา 𝑅0 > 1 โรคมีโอกาสกลับมาระบาดอีกครั้ง เนื่องจาก
จำนวนเฉลี่ยของการติดเชื้อตอเนื่อง จากผูปวยแตละคนมีจำนวนเพิ่มขึ้นเพียงพอที่จะทำใหบริเวณที่
ศึกษาเกิดการระบาดของโรคอีกครั้ง (เจษฎา เดนดวงบริพันธ, 2547)

2.3 การหาคาระดับการติดเชื้อของแบบจำลองการระบาดโดยใชวิธีรุนถัดไป

วิธีรุนถัดไปถูกนำมาใชครั้งแรกโดย Diekmann, Heesterbeek, and Metz (1990) เปนวิธีทั่วไป
ในการหา 𝑅0 สำหรับตัวแบบที่มีการแบงกลุมประชากรออกเปนหลายลักษณะ เชน ตามอายุ ตาม
เพศ ตามถิ่นที่อยู เปนตน ขั้นตอนการหา 𝑅0 ดวยวิธีนี้ถูกกลาวไวอยางละเอียดในงานของ Diekmann

และ Heesterbeek ในป 2000 และลักษณะสำคัญของงานนี้ไดถูกนำมาขยายความตอและไดถูกนำมา
ประยุกตใชอยางตอเนื่องโดยสรุป ในวิธีนี้ 𝑅0 จะถูกคำนวณจาก Spectral radius ของตัวดำเนินการรุน
ถัดไป (next generation operator) ดังนั้นจึงจำเปนตองสรางตัวดำเนินการรุนถัดไป สำหรับตัวแบบที่
กำลังพิจารณาเสียกอน ซึ่งก็จะพิจารณาจากกลุมของผูติดเชื้อและกลุมที่ไมติดเชื้อ นั่นเอง

สมมติใหประชากรถูกแบงเปน 𝑛 กลุม โดยกำหนดใหมี 𝑚 กลุม ที่เปนกลุมผูติดเชื้อ นิยามเวก
เตอร ̄𝑥 = 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 เมื่อ 𝑥𝑖 แทนจำนวนหรือสัดสวนของคนที่อยูในกลุม 𝑖

ให 𝐹𝑖( ̄𝑥) เปนอัตราของการเกิดการติดเชื้อใหมในกลุมที่ 𝑖 ไมรวมการสงผานของคนที่ติดเชื้อ
จากกลุมหนึ่งไปยังกลุมหนึ่ง

ให 𝑉𝑖( ̄𝑥) = 𝑉−
𝑖 ( ̄𝑥) − 𝑉+

𝑖 ( ̄𝑥)

เมื่อ 𝑉+
𝑖 ( ̄𝑥) เปนอัตราของการสงผานของคนไปยังกลุม 𝑖

และ 𝑉−
𝑖 ( ̄𝑥) เปนอัตราของการสงผานของคนออกจากกลุม 𝑖

จะเห็นไดวา อัตราการเปลี่ยนแปลงของ 𝑥𝑖 เทียบกับเวลา เปนดังนี้

𝑥𝑖 = 𝐹𝑖( ̄𝑥) − 𝑉𝑖( ̄𝑥) (2.1)
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และกำหนดให 𝑋𝑠 เปนกลุมของทุกโรคที่อิสระตอกัน กลาวคือ

𝑋𝑠 = {𝑥 ≥ 0|𝑥𝑖 = 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑚} (2.2)

𝐹𝑖 และ 𝑉𝑖 จะตองเปนฟงกชันที่สอดคลองกับสมมติฐาน (𝐴1 − 𝐴5) ดังนี้
(A1) ถา 𝑥𝑖 ≥ 0 แลว 𝐹𝑖, 𝑉+

𝑖 , 𝑉−
𝑖 ≥ 0 สำหรับ 𝑖 = 1, ..., 𝑛

(A2) ถา 𝑥𝑖 = 0 แลว 𝑉−
𝑖 = 0 โดยเฉพาะอยางยิ่ง ถา 𝑥𝜖𝑋𝑠 แลว 𝑉−

𝑖 = 0 สำหรับ 𝑖 = 1, ..., 𝑚

(A2) 𝐹𝑖 = 0 ถา 𝑖 > 𝑚 ประชากรที่อิสระจากโรคแลวประชากรจะยังคงเปนอิสระจากโรค นั่น
คือ ไมมีการกลับมาติดเชื้ออีก

(A4) ถา 𝑥𝜖𝑋𝑠 แลว 𝐹𝑖 ̆𝑥 = 0 และ 𝑉+
𝑖 ̄𝑥 = 0 สำหรับ 𝑖 = 1, ..., 𝑚

(A5) ถา 𝐹(𝑥) ถูกกำหนดเปนศูนย แลวคาเจาะจงของ 𝐷𝑓 (𝑥0) มีคาจริงบางสวนที่ติดลบ
สมมติวา 𝐹𝑖 และ 𝑉𝑖 สอดคลองกับสมมติฐานที่กำหนด เราสามารถสรางเมทริกซ (ตัวดำเนินการ) รุน
ถัดไปในรูปผลคูณ 𝐹𝑉−1

เมื่อ 𝐹 = [𝜕𝐹𝑖(𝑥0)
𝜕𝑥𝑖

] และ 𝑉 = [𝜕𝑉𝑖(𝑥0)
𝜕𝑥𝑖

] สำหรับ 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑚

เมื่อ 𝑥0 แทน จุดสมดุลการปราศจากโรค (Disease -free equilibrium)

𝑉−1 หมายถึง เมทริกซผกผันของเมทริกซ 𝑉
𝐹𝑉−1 หมายถึง อัตราที่ซึ่งคนที่ติดเชื้อใน 𝑥𝑗 ทำใหเกิดผูติดเชื้อรายใหมใน 𝑥𝑖 คูณดวยระยะ

เวลาเฉลี่ยของการอยูในกลุม j ดังนั้น

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉−1) (2.3)

เมื่อ 𝜌(𝐹𝑉−1) ถูกกำหนดใหเปนรัศมีสเปกตรัม (spectral radius) หรือ พจนเดนชัดของคา
ลักษณะเฉพาะ (dominant eigenvalue) ของเมทริกซ 𝐹𝑉−1

บทนิยาม 2.1 (Gradshteyn & Ryzhik, 2000) ให 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 เปนคาลักษณะเฉพาะของเมทริกซ
𝐴 เปนเมทริกซขนาด 𝑛 × 𝑛 แลวเซต {𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛} จะเรียกวา สเปกตรัมของ 𝐴 (Spectrum of A)

และเรียก 𝜌(𝐴) = 𝑚𝑎𝑥{|𝜆𝑖|} วา รัศมีสเปกตรัมของ 𝐴 (Spectral radius of 𝐴)

หมายเหตุ : การหาคาระดับการติดเชื้อของแบบจำลองการระบาด สวนใหญจะใชวิธีรุนถัดไป เพราะมี
ความสะดวกและงายตอการคำนวณ ซึ่งในบทความนี้จะนำเสนอการหาคาระดับการติดเชื้อดวยวิธีรุน
ถัดไป
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2.4 จาโคเบียน (Jacobian)

บทนิยาม 2.2 (ดำรงค ทิพยโยธา, 2551) ให 𝑓1, 𝑓2, …, 𝑓𝑛 เปนฟงชันกของตัวแปร 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛 และ
อนุพันธยอย 𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑥𝑗
มีคาทุกคา 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 และ 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 จาโคเบียนดีเทอรมิแนนท ของ 𝑓1,

𝑓2, …, 𝑓𝑛 หรือเรียกโดยยอวา จาโคเบียน ของ 𝑓1, 𝑓2, …, 𝑓𝑛 เทียบกับตัวแปร 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛

โดยที่ ดีเทอรมิเเนนท คือ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

… 𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛𝜕𝑓2

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2
𝜕𝑥2

… 𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2

… 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

สัญลักษณที่ใชแทนจาโคเบียน ของ 𝑓1, 𝑓2, …, 𝑓𝑛 เทียบกับตัวแปร 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛 แทนดวย
𝜕(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛)
𝜕(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

เมื่อ 𝜕(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛)
𝜕(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

… 𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛𝜕𝑓2

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2
𝜕𝑥2

… 𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2

… 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2.5 ระบบสมการเชิงเสน และทฤษฎีเกี่ยวกับเมทริกซ

อาริสา ฉัตรกิจวรุณ (2542) ไดพิจารณาระบบสมการเชิงเสน ดังนี้

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + … + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + … + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋮

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + … + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

โดยที่ 𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖 เปนสเกลาร ; 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑚; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛
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ระบบสมการ 𝑚 สมการ 𝑛 ตัวแปร เขียนในรูปเมทริกซ 𝐴x = 𝐵 ไดดังนี้

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

, x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑥1

𝑥2

⋮

𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

, 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑏1

𝑏2

⋮

𝑏𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

เมทริกซ 𝐴 นี้จะเรียกวา เมทริกซสัมประสิทธิ์ (coefficient matrix) ของระบบสมการเชิงเสน

บทนิยาม 2.3 ให 𝐴 เปนเมทริกซจัตุรัสขนาด 𝑛 และ x เปนเวกเตอรที่ไมเปนศูนยใน ℝ𝑛 เราจะเรียก x

วาเปนเวกเตอรลักษณะเฉพาะ (Eigenvector) ของ 𝐴 ก็ตอเมื่อ

𝐴x = 𝜆x

สำหรับบางคาสเกลาร 𝜆
สเกลาร 𝜆 เรียกวา คาลักษณะเฉพาะของ 𝐴 (Eigenvalue) นอกจากนี้ x ยังเรียกไดวา เปนเวกเตอร
ลักษณะเฉพาะที่สมนัยกับ 𝜆 (Eigenvector corresponding to 𝜆 )

บทนิยาม 2.4 ให 𝐴 เปนเมทริกซจัตุรัสขนาด 𝑛 คา det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛) เรียกวา พหุนามลักษณะเฉพาะ
(characteristic polynomial) และสมการ

det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛) = 0

เรียกวา สมการลักษณะเฉพาะ (characteristic equation)

2.6 การหารากของ Routh- Hurwitz

Gantmacher (1959, p.213) (อางถึงใน ธีรวัฒน จึงสรรคศุภชัย, พนมกร ตาลพรรณและชัย
ธนัช ประภัสโรทัย, 2554, น.11) แสดงเงื่อนไขจำเปนและเพียงพอที่ทำใหรากทั้งหมดของพหุนามมี
สวนจริงเปนลบดังทฤษฎีบทตอไปนี้

ทฤษฎีบท 2.1 กำหนดใหสมการพหุนามกำลัง 𝑛 คือ

𝑃(𝐴) = 𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛
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ซึ่งคาสัมประสิทธิ์คือ คาคงที่จริง 𝑖 = 1, … , 𝑛 กำหนด 𝑛 เมทริกซโดยคาสัมประสิทธิ์ 𝑎𝑖 ของลักษณะ
เฉพาะพหุนาม

𝐻1 = (𝑎1), 𝐻2 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎1 1

𝑎3 𝑎2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐻3 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎1 1 0

𝑎2 𝑎2 𝑎1

𝑎5 𝑎4 𝑎3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

และ

𝐻𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎1 1 0 0 … 0

𝑎3 𝑎2 𝑎1 1 … 0

𝑎1 𝑎1 𝑎1 𝑎1 … 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … ⋮

0 0 0 0 … 𝑎1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

เมื่อ 𝑎𝑗 = 0 ถา 𝑗 > 𝑛 รากทั้งหมดของพหุนาม 𝜌(𝜆) เปนจำนวนจริงลบหรือจำนวนเชิงซอนที่มีสวน
จริงลบ ก็ตอเมื่อตัวกำหนดของเมทริกซเฮอรวิธ (Hurwitz) ทั้งหมดเปนบวก

det 𝐻𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛

เมื่อ 𝑛 = 2 ซึ่งเปนเฮอรวิธ ที่สามารถหาไดงาย คือ det 𝐻1 = 𝑎1 > 0 และ

det 𝐻1 = det
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎1 1

0 𝑎2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑎1𝑎2 > 0

หรือ 𝑎1 > 0 และ 𝑎2 > 0 สำหรับพหุนามดีกรี 𝑛 = 2, 3, 4 และ 5 สามารถหาไดจากเราทเฮอรวิธ
(Routh-Hurwitz) เมื่อ 𝑛 = 2 ∶ 𝑎1 > 0 และ 𝑎2 > 0

𝑛 = 3 ∶ 𝑎1 > 0, 𝑎3 > 0 และ 𝑎1𝑎2 > 𝑎3

𝑛 = 4 ∶ 𝑎1 > 0, 𝑎3 > 0, 𝑎4 > 0 และ 𝑎1𝑎2𝑎3 > 𝑎2
3 + 𝑎2

1𝑎4

𝑛 = 5 ∶ 𝑎𝑖 > 0; 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5, 𝑎1𝑎2𝑎3 > 𝑎2
3 + 𝑎2

1𝑎4 และ
(𝑎1𝑎4 − 𝑎5)(𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎2

3 − 𝑎2
1𝑎4) > 𝑎5(𝑎1𝑎2 − 𝑎3)2 + 𝑎1𝑎2

5

2.7 งานวิจัยที่เกี่ยวของ

แบบจำลองทางคณิตศาสตรเปนเครื่องมืออยางหนึ่งที่ถูกนำมาใชในการปองกัน และควบคุม
การแพรระบาดของโรค ทั้งนี้การสรางแบบจำลองโรคระบาดตองเริ่มตนจากการทำความเขาใจโรค
ระบาด และปจจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับการเกิดโรค มาตรการหนึ่งที่ถูกนำมาใชในการควบคุมโรค คือ
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การรักษาและการคัดแยกผูติดเชื้อ จึงไดมีนักวิจัยหลายคนที่ไดทำการศึกษา และวิเคราะหแบบจำลอง
ทางคณิตศาสตรที่มีการรักษาและการคัดแยกผูติดเชื้อ เชน

Hethcote, Zhien, and Shengbing (2002) ไดศึกษาผลกระทบของการคัดแยกในแบบจำลอง
𝑆𝐼𝑄𝑆 และ 𝑆𝐼𝑄𝑅 จำนวน 6 แบบจำนวน โดยมีอัตราอุบัติการณ 3 แบบ พบวา แบบจำลองสวนใหญที่
จุดสมดุลโรคคงอยูจะมีเสถียรภาพ และมี bifurcation หลายชนิดเกิดขึ้นในบางแบบจำลอง

Erdem, Safan, and Castillo-Chavez (2017) ไดศึกษาแบบจำลองโรคหวัด โดยศึกษาผลก
ระทบของการคัดแยกที่ไมสมบูรณในแบบจำลอง 𝑆𝐼𝑄𝑅 จากการวิเคราะหเสถียรภาพและผลเชิงตัว-
เลขของแบบจำลองพบวา ประสิทธิภาพของการคัดแยกและพารามิเตอรตาง ๆ สงผลใหเกิด Hopf

bifurcation

Joshi, Shama, and Prajapati (2017) ไดศึกษาแบบจำลอง SIQS ที่ใชอัตราอุบัติการณที่อิ่ม
ตัวและการคัดแยกโรค ซึ่งวิเคราะหผลกระทบและผลลัพธของโรค พบวา ถา 𝑅𝑞 < 1 แสดงวาเปนจุด
สมดุลอิสระจากโรคและมีเสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสนกำกับ เชน โรคตาย และถา 𝑅𝑞 > 1 แสดงวาเปน
จุดสมดุลโรคคงอยูและมีเสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสนกำกับ เชน โรคประจำถิ่น วิธีที่ใชในการวิเคราะห
เสถียรภาพของจุดสมดุลพิสูจนโดยใชหลักเกณฑ Routh-Hurwitz ฟงกชัน Lyapunov และเกณฑของ
Dulac

Li, Li, and Ghosh (2009) ไดศึกษาแบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑆 ที่มีทรัพยากรอยางจำกัด
สำหรับการรักษา มีการสันนิษฐานวาอัตราการรักษาเปนสัดสวนกับจำนวนผูติดเชื้อ ซึ่งอัตราการรักษา
นอยกวาทรัพยากรที่มีและเปนคาคงที่เมื่อจำนวนผูติดเชื้อมากกวาอัตราการรักษา พบวา Backward

bifurction จะเกิดขึ้นเมื่ออัตราการรักษาไมเพียงพอ นอกจากนี้ยังพบวาภาวะสมดุลโรคคงอยูแบบ
bistable ถาอัตราการรักษาอยูในระดับต่ำ

Wang and Jiang (2014) ไดศึกษาแบบจำลอง 𝑆𝐼𝑆 อัตราอุบัติการณแบบอิ่มตัวและมีการ
รักษาโดยใชอัตราการักษาที่แตกตางกัน มีการใชทฤษฎีบทเสถียรภาพและทฤษฎีเชิงคุณภาพเพื่อวิ-
เคราะหชนิดของจุดสมดุลและบอกเงื่อนไขในการไมมี limitcycle



บทที่ 3

แบบจำลองโรคระบาดและการวิเคราะห
3.1 การพัฒนาแบบจำลองโรคระบาด

งานวิจัยครั้งนี้แบงประชากรออกเปน 3 กลุมดังนี้ 𝑆(𝑡) แทนประชากรที่เสี่ยงตอการติดเชื้อ
(Susceptible individuals) ณ เวลา 𝑡, 𝐼(𝑡) แทนประชากรที่ติดเชื้อและสามารถถายทอดเชื้อได (Infected

individuals) ณ เวลา 𝑡 และ 𝑄(𝑡) แทนประชากรติดเชื้อที่ถูกกักกันหรือคัดแยก (Quarantine individuals)

ณ เวลา 𝑡 การเปลี่ยนแปลงของแตละกลุมประชากร แสดงในรูปที่ 3.1 และแสดงพารามิเตอรและความ
หมายพารามิเตอรในตารางที่ 3.1

ตารางที่ 3.1 พารามิเตอรและความหมายของพารามิเตอร

พารามิเตอร ความหมาย
𝐴 อัตราการเกิดหรือการยายถิ่นฐาน
𝛽1 อัตราการติดเชื้อของกลุมประชากรที่ติดเชื้อ
𝛽2 อัตราการติดเชื้อของกลุมประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยก
𝛾 อัตราผูติดเชื้อที่หายจากการติดเชื้อ
𝛼 อัตราการเสียชีวิตดวยโรค
𝛿 อัตราการคัดเเยกผูติดเชื้อ
𝜀 อัตราที่ถูกคัดแยกที่หายจากการติดเชื้อ
𝑑 อัตราการเสียชีวิตโดยธรรมชาติ
𝜈1 อัตราการรักษาของกลุมประชากรที่ติดเชื้อ
𝜈2 อัตราการรักษาของกลุมประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยก
𝜎 ประสิทธิภาพการคัดแยก
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รูปที่ 3.1 แผนภาพแสดงแนวการคิดในการสรางแบบจำลองทางคณิตศาสตร

จากรูปที่ 3.1 จะแสดงกลุมประชากรที่เสี่ยงตอการติดเชื้อมีจำนวนเพิ่มขึ้นเนื่องจาก อัตราการ
เกิดหรือการยายถิ่นฐาน 𝐴 และทุกกลุมประชากรมีจำนวนลดลงเนื่องจากการเสียชีวิตโดยธรรมชาติ
ดวยอัตรา 𝑑 สำหรับประชากรกลุมที่ติดเชื้อมีจำนวนเพิ่มขึ้นเนื่องจากประชากรกลุมที่เสี่ยงตอการติด
เชื้อไดรับเชื้อแลวยายมาอยู ในกลุมประชากรที่ติดเชื้อ ดวยอัตรา 𝛽1𝐼 และเมื่อประชากรที่ เสี่ยงตอ
การติดเชื้อปฏิสัมพันธกับประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยกที่ไมสมบูรณจะยายมาอยูในกลุมประชากรที่
ติดเชื้อดวยอัตรา 𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 ประชากรที่ติดเชื้อและประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยกมีจำนวนลดลง
เนื่องจากการเสียชีวิตดวยโรคดวยอัตรา 𝛼 และประชากรมีจำนวนลดลงเนื่องจากประชากรที่ติดเชื้ิอ
และประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยกไดหายจากการติดเชื้อเองดวยอัตรา 𝛾 และ 𝜀 ตามลำดับ และหาย
จากการไดรับการรักษาดวยอัตรา 𝜈1 และ 𝜈2 ตามลำดับ และสำหรับประชากรกลุมติดเชื้อที่ถูกคัด
แยกมีจำนวนเพิ่มขึ้นเนื่องจากอัตราการคัดแยกผูติดเชื้อดวยอัตรา 𝛿

จากความสัมพันธขางตน แบบจำลองทางคณิตศาสตร 𝑆𝐼𝑄𝑆 ของโรคระบาดที่มีการรักษาและ
การคัดแยกที่ไมสมบูรณสามารถเขียนใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธดังนี้

𝑑𝑆
𝑑𝑡 = 𝐴 − 𝛽1𝑆𝐼 − 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 − 𝑑𝑆 + (𝛾 + 𝜈1)𝐼 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄
𝑑𝐼
𝑑𝑡 = 𝛽1𝑆𝐼 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 − (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)𝐼 (3.1)

𝑑𝑄
𝑑𝑡 = 𝛿𝐼 − (𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)𝑄
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3.2 วิเคราะหเสถียรภาพทางคณิตศาสตรของแบบจำลอง

3.2.1 จุดสมดุลของแบบจำลอง
จุดสมดุลของระบบสมการ (3.1) หาไดโดยกำหนดให 𝑑𝑆

𝑑𝑡 = 𝑑𝐼
𝑑𝑡 = 𝑑𝑄

𝑑𝑡 = 0 จะไดวา

𝐴 − 𝛽1𝑆𝐼 − 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 − 𝑑𝑆 + (𝛾 + 𝜈1)𝐼 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄 = 0 (3.2)

𝛽1𝑆𝐼 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 − (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)𝐼 = 0 (3.3)

𝛿𝐼 − (𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)𝑄 = 0 (3.4)

จากสมการ (3.2) จะได

𝑆(𝛽1𝐼 + 𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 + 𝑑) = 𝐴 + (𝛾 + 𝜈1)𝐼 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄

𝑆 = 𝐴 + (𝛾 + 𝜈1)𝐼 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄
𝛽1𝐼 + 𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 + 𝑑 (3.5)

จากสมการ (3.4) จะได

𝑄 = 𝛿𝐼
𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 (3.6)

แทนคาสมการ (3.6) ในสมการ (3.3) จะได

𝛽1𝑆𝐼 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝛿𝐼
𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 − (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)𝐼 = 0

𝐼 (𝛽1𝑆 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝛿
𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 − (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)) = 0 (3.7)

จากสมการ (3.7) พบวาในการหาจุดสมดุลตองพิจารณา 2 กรณี คือ

𝐼 = 0 หรือ 𝛽1𝑆 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝛿
𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 − (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1) = 0

กรณีที่ 1 𝐼 = 0 จากสมการ (3.6) และสมการ (3.5) จะได

𝑄 = 0

𝑆 = 𝐴 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄
𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 + 𝑑

ตามลำดับ แทนคา 𝑄 = 0 ในสมการ 𝑆 = 𝐴 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄
𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 + 𝑑 จะได

𝑆 = 𝐴
𝑑

ดังนั้นจุดสมดุล คือ

𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑄0) = (𝐴
𝑑 , 0, 0)
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โดยเรียกจุดสมดุล 𝐸0 นี้วา จุดสมดุลที่อิสระจากโรค (Disease-free equilibrium)

ลำดับตอไปเปนการหาคาระดับการติดเชื้อพื้นฐานโดยวิธีการแนวคิดของเมทริกซรุนถัดไป
(Next generation matrix) ที่แสดงใน Driessche and Watmough (2002)

จากสมการ (3.1) สามารถเขียนในรูปเมทริกซไดดังนี้

𝑑
𝑑𝑡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑆

𝐼

𝑄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

𝐴 − 𝛽1𝑆𝐼 − 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 − 𝑑𝑆 + (𝛾 + 𝜈1)𝐼 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄

𝛽1𝑆𝐼 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 − (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)𝐼

𝛿𝐼 − (𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)𝑄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(3.8)

กำหนดให

x =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

𝐴 − 𝛽1𝑆𝐼 − 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 − 𝑑𝑆 + (𝛾 + 𝜈1)𝐼 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄

𝛽1𝑆𝐼 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 − (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)𝐼

𝛿𝐼 − (𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)𝑄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

= 𝐹𝑖 − 𝑉𝑖

เมื่อ

x = 𝑑
𝑑𝑡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑆

𝐼

𝑄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

, 𝐹𝑖 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

0

𝛽1𝑆𝐼 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(3.9)

𝑉𝑖 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

−𝐴 + 𝛽1𝑆𝐼 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄 + 𝑑𝑆 − (𝛾 + 𝜈1)𝐼 − (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝑄

(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)𝐼

−𝛿𝐼 + (𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)𝑄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(3.10)

จาโคเบียนเมทริกซของสมการ (3.9) และ (3.10) คือ

𝐹 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

0 0 0

𝛽1𝐼 + 𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 𝛽1𝑆 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(3.11)

𝑉 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

𝛽1𝐼 + 𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 + 𝑑 𝛽1𝑆 − 𝛾 − 𝜈1 𝛽2(1 − 𝜎) − 𝜀 − 𝜈2𝛾

0 𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1 0

0 −𝛿 𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(3.12)

ตามลำดับ
เนื่องจากการหาคาระดับการติดเชื้อของแบบจำลองสัมพันธกับการแพรเชื้อในประชากรดัง
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นั้นเพื่อใหงายตอการหาคาระดับการติดเชื้อเราจึงพิจารณากลุมของประชากรที่ติดเชื้อ (𝐼) และกลุม
ประชากรที่ติดเชื้อที่ถูกกักกันหรือคัดแยก (𝑄) เทานั้น นั่นคือ

𝐹𝑖 =
⎡⎢⎢
⎣

𝛽1𝑆𝐼 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝑄

0

⎤⎥⎥
⎦

และ 𝑉𝑖 =
⎡⎢⎢
⎣

(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)𝐼

−𝛿𝐼 + (𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)𝑄

⎤⎥⎥
⎦

(3.13)

จาโคเบียนเมทริกซของสมการ (3.13) คือ

𝐹 =
⎡⎢⎢
⎣

𝛽𝑆 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)

0 0

⎤⎥⎥
⎦

และ 𝑉 =
⎡⎢⎢
⎣

𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1 0

−𝛿 𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎

⎤⎥⎥
⎦
(3.14)

แทนคาจุดสมดุลที่อิสระจากโรค 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑄0) = (𝐴
𝑑 , 0, 0) ลงในสมการ (3.14) จะไดวา

𝐹 =
⎡⎢⎢
⎣

𝐴𝛽1
𝑑

𝐴𝛽2(1 − 𝜎)
𝑑

0 0

⎤⎥⎥
⎦

(3.15)

และ 𝑉 =
⎡⎢⎢
⎣

𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1 0

−𝛿 𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎

⎤⎥⎥
⎦

(3.16)

จากสมการ (3.16) จะไดเมทริกซผกผันของ V ดังนี้

𝑉−1 =
⎡⎢⎢⎢
⎣

1
𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1

0
𝛿

(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)
1

𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎

⎤⎥⎥⎥
⎦

(3.17)

นำเมทริกซ 𝐹 คูณ 𝑉−1 จะได

𝐹𝑉−1 =
⎡⎢⎢
⎣

𝐴𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝐴𝛽2(1 − 𝜎)𝛿
𝑑(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)

𝐴𝛽2(1 − 𝜎)
𝑑(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)

0 0

⎤⎥⎥
⎦

(3.18)

หาคาลักษณะเฉพาะของสมการ (3.18) โดยกำหนดให 𝜆 เปนจำนวนจริงที่ทำให det(𝐹𝑉−1 −𝜆𝐼) = 0

พิจารณา

det
⎡⎢⎢
⎣

𝐴𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝐴𝛽2(1 − 𝜎)𝛿
𝑑(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) − 𝜆 0

0 −𝜆

⎤⎥⎥
⎦

= 0

จะไดวา 𝜆 (𝜆 − 𝐴𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝐴𝛽2(1 − 𝜎)𝛿
𝑑(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)) = 0

ดังนั้นคาลักษณะเฉพาะของสมการ (3.18) คือ

𝜆1 = 0 และ 𝜆2 = 𝐴𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝐴𝛽2(1 − 𝜎)𝛿
𝑑(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)
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เนื่องจาก 𝜌(𝐹𝑉−1) = max
1≤𝑖≤2

{|𝜆𝑖|}

= max{|𝜆1|, |𝜆2|}

= 𝐴𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝐴𝛽2(1 − 𝜎)𝛿
𝑑(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)

นั่นคือ 𝜌(𝐹𝑉−1) = 𝐴𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝐴𝛽2(1 − 𝜎)𝛿
𝑑(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)

ดังนั้น 𝑅0 = 𝐴 (𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝛽2(1 − 𝜎)𝛿)
𝑑(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)

เรียก 𝑅0 วาคาระดับการติดเชื้อพื้นฐาน

กรณีที่ 2 𝛽1𝑆 + 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝛿
𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 − (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1) = 0 จะไดวา

𝑆 = (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)
𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝛽2(1 − 𝜎)𝛿 (3.19)

นำสมการ (3.6) แทนในสมการ (3.2) จะไดวา

𝐴 − 𝛽1𝑆𝐼 − 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)𝛿𝐼
𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 − 𝑑𝑆 + (𝛾 + 𝜈1)𝐼 (𝜀 + 𝜈2𝜎)𝛿𝐼

𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 = 0

𝐼 = 𝑑(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)2(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝑅0 − 1)
(𝑑 + 𝛼)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 + 𝛿)[𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝛽2(1 − 𝜎)𝛿] (3.20)

ดังนั้นจุดสมดุล คือ 𝐸∗ = (𝑆∗, 𝐼∗, 𝑄∗) เมื่อ

𝑆∗ = (𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)
𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝛽2(1 − 𝜎)𝛿

𝐼∗ = 𝑑(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)2(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈1)(𝑅0 − 1)
(𝑑 + 𝛼)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎 + 𝛿)[𝛽1(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎) + 𝛽2(1 − 𝜎)𝛿]

𝑄∗ = 𝛿𝐼∗

𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎

โดยเรียกจุดสมดุล 𝐸∗ วา จุดสมดุลที่โรคคงอยู (Endemic equilibrium)

3.2.2 วิเคราะหเสถียรภาพของจุดสมดุล
กำหนดให 𝑒1 = 𝛾+𝛿+𝑑 +𝛼+𝜈1 , 𝑒2 = 𝜀+𝑑 +𝛼+𝜈2𝜎 และ 𝑒3 = 𝛽1𝐼∗ +𝛽2(1−𝜎)𝑄∗

จาโคเบียนเมทริกซของแบบจำลอง (3.1) คือ

𝐽(𝐸) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

−𝛽1𝐼 − 𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 − 𝑑 −𝛽1𝑆 + (𝛾 + 𝜈1) −𝛽2𝑆(1 − 𝜎) + (𝜀 + 𝜈2𝜎)

𝛽1𝐼 + 𝛽2(1 − 𝜎)𝑄 𝛽1𝑆 − 𝑒1 𝛽2𝑆(1 − 𝜎)

0 𝛿 −𝑒2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(3.21)

ทฤษฎีบท 3.1 ถา 𝑅0 < 1 แลวระบบสมการ (3.1) จะมีจุดสมดุลที่อิสระจากโรค (𝐸0) เปนจุดสมดุล
ที่มีเสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสนกำกับ (locally asymptotically stable)
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พิสูจน จาโคเบียนเมทริกซของแบบจำลอง (3.1) ที่จุดสมดุลที่อิสระจากโรค คือ

𝐽(𝐸0) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

−𝑑 −𝛽1𝐴
𝑑 + (𝛾 + 𝜈1) −𝛽2𝐴(1 − 𝜎)

𝑑 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)

0 𝛽1𝐴
𝑑 − 𝑒1

𝛽2𝐴(1 − 𝜎)
𝑑

0 𝛿 −𝑒2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(3.22)

สมการลักษณะเฉพาะของจาโคเบียน (3.22) คือ

det
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

−𝑑 − 𝜆 −𝛽1𝐴
𝑑 + (𝛾 + 𝜈1) −𝛽2𝐴(1 − 𝜎)

𝑑 + (𝜀 + 𝜈2𝜎)

0 𝛽1𝐴
𝑑 − 𝑒1 − 𝜆 𝛽2𝐴(1 − 𝜎)

𝑑
0 𝛿 −𝑒2 − 𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

= 0

จะไดวา

−(𝑑 − 𝜆) [𝜆2 + 𝜆 (−𝛽1𝐴
𝑑 + 𝑒1 + 𝑒2) − (𝛽1𝐴𝑒2 + 𝛿𝛽2𝐴(1 − 𝜎)

𝑑 ) + 𝑒1𝑒2] = 0

หรือ

𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0 (3.23)

เมื่อ

𝑎1 = 𝛿𝛽2𝐴(1 − 𝜎)
𝑑𝑒2

+ 𝑒2 + 𝑒1 (1 − 𝑅0)

𝑎2 = 𝑒1𝑒2 (1 − 𝑅0)

จะเห็นวา 𝑎1 > 0 และ 𝑎2 > 0 เมื่อ 𝑅0 < 1 จากหลักการของ Routh Hurwitz จะไดวา
สมการ (3.23) จะมีรากที่เปนจำนวนลบ ดังนั้น จุดสมดุลที่อิสระจากโรคมีเสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสน
กำกับ ถา 𝑅0 < 1

ทฤษฎีบท 3.2 ถา 𝑅0 > 1 แลวระบบสมการ (3.1) จะมีจุดสมดุลที่โรคคงอยู (𝐸∗) เปนจุดสมดุลที่มี
เสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสนกำกับ (locally asymptotically stable)

พิสูจน จาโคเบียนเมทริกซของสมการ (3.1) ที่จุดสมดุลที่โรคคงอยู คือ

𝐽(𝐸∗) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

−𝑒3 − 𝑑 −𝛽1𝑆∗ + (𝛾 + 𝜈1) −𝛽2𝑆∗(1 − 𝜎) + (𝜀 + 𝜈2𝜎)

𝑒3 𝛽1𝑆∗ − 𝑒1 𝛽2𝑆∗(1 − 𝜎)

0 𝛿 −𝑒2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

(3.24)
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สมการลักษณะเฉพาะของจาโคเบียน (3.24) คือ

det
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

−𝑒3 − 𝑑 − 𝜆 −𝛽1𝑆∗ + (𝛾 + 𝜈1) −𝛽2𝑆∗(1 − 𝜎) + (𝜀 + 𝜈2𝜎)

𝑒3 𝛽1𝑆∗ − 𝑒1 − 𝜆 𝛽2𝑆∗(1 − 𝜎)

0 𝛿 −𝑒2 − 𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

= 0

หรือ

𝑓 (𝜆) = 𝜆3 + 𝑎1𝜆2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 0 (3.25)

เมื่อ

𝑎1 = 𝛽1𝐼∗ + 𝛽2(1 − 𝜎)𝛿𝑆∗

𝑒2
+ 𝛽2(1 − 𝜎)𝑄∗ + 𝑒2 + 𝑑

𝑎2 = 𝑒3(𝛿 + 𝑑 + 𝛼) + 𝑒2(𝑒3 + 𝑑) + 𝑑 (𝛽2(1 − 𝜎)𝛿𝑆∗

𝑒2
)

𝑎3 = 𝑒3(𝑑 + 𝛼)(𝑒2 + 𝛿)

พิจารณา

𝑎1𝑎2 − 𝑎3 = 𝛽1𝐼∗𝑒3 (𝛿 + 𝑑 + 𝛼) + 𝛽1𝐼∗𝑑 (𝛽2(1 − 𝜎)𝛿𝑆∗

𝑒2
) + 𝛽1𝐼∗𝑒2 (𝑒3 + 𝑑)

+ (𝛽2(1 − 𝜎)𝛿𝑆∗

𝑒2
) 𝑒3(𝛿 + 𝑑 + 𝛼) + (𝛽2(1 − 𝜎)𝛿𝑆∗

𝑒2
) 𝑒2(𝑒3 + 𝑑)

+𝑑 (𝛽2(1 − 𝜎)𝛿𝑆∗

𝑒2
)

2
+ 𝑒3(𝛽2(1 − 𝜎)𝑄∗)(𝛿 + 𝑑 + 𝛼)

+𝑒2(𝛽2(1 − 𝜎)𝑄∗)(𝑒3 + 𝑑) + (𝛽2(1 − 𝜎)𝑄∗)𝑑 (𝛽2(1 − 𝜎)𝛿𝑆∗

𝑒2
)

+𝑒2(𝜀 + 2𝑑 + 𝛼 + 𝜈2𝜎)(𝑒3 + 𝑑) + 𝑒2 (𝛽2(1 − 𝜎)𝛿𝑆∗

𝑒2
)

+𝑒3 (𝛿(𝜈2𝜎 + 2𝑑 + 𝜀) + 𝑑2) > 0

จะเห็นวา 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0 และ 𝑎3 > 0 เมื่อ 𝑅0 > 1 จากหลักการของ Routh Hurwitz จะ
ไดวาสมการ (3.25) จะมีรากที่เปนจำนวนลบ ดังนั้น จุดสมดุลที่โรคคงอยูมีเสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสน
กำกับ ถา 𝑅0 > 1



บทที่ 4

ผลเชิงตัวเลข

ในบทนี้จะแสดงผลเชิงตัวเลขเพื่อตรวจสอบเสถียรภาพของจุดสมดุลที่อิสระจากโรคและจุด
สมดุลที่โรคคงอยู โดยใชคาพารามิเตอรดังตารางที่ 4.1 และมีการเปลี่ยนแปลงอัตราการติดเชื้อของ
กลุมประชากรที่ติดเชื้อ (𝛽1) และพารามิเตอรตัวอื่นไมเปลี่ยนแปลงเพื่อใหสอดคลองกับเงื่อนไข
𝑅0 < 1 และ 𝑅0 > 1

ตารางที่ 4.1 พารามิเตอรของเเบบจำลอง 𝑆𝐼𝑄𝑆

พารามิเตอร ความหมาย คา
𝐴 อัตราการเกิดหรือการยายถิ่นฐาน 10

𝛽1 อัตราการติดเชื้อของกลุมประชากรที่ติดเชื้อ 0.005 , 0.01

𝛽2 อัตราการติดเชื้อของกลุมประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยก 0.001

𝛾 อัตราผูติดเชื้อที่หายจากการติดเชื้อ 0.2

𝛼 อัตราการเสียชีวิตดวยโรค 0.1

𝛿 อัตราการคัดเเยกผูติดเชื้อ 0.2

𝜀 อัตราที่ถูกคัดแยกที่หายจากการติดเชื้อ 0.1

𝑑 อัตราการตายโดยธรรมชาติ 0.1

𝜈1 อัตราการรักษาของกลุมประชากรที่ติดเชื้อ 0.02

𝜈2 อัตราการรักษาของกลุมประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยก 0.01

𝜎 ประสิทธิภาพการคัดแยก 0.2

4.1 ผลเชิงตัวเลขเมื่อคาระดับการติดเชื้อพื้นฐานนอยกวาหนึ่ง

กำหนดให 𝛽1 = 0.005 จะไดคา 𝑅0 = 0.8919 < 1 จะเห็นวากลุมประชากรที่เสี่ยงตอการ
ติดเชื้อ (𝑆) กลุมประชากรที่ติดเชื้อ (𝐼) และกลุมประชากรติดเช้ือที่ถูกคัดแยก (𝑄) ลูเขาสูจุดสมดุล
ที่อิสระจากโรคคือ 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑄0) = (100, 0, 0) นั่นคือการระบาดของโรคลดลงหรือไมมีการ
แพรระบาดของโรคในอาณาบริเวณที่ศึกษา โดยแสดงผลดังรูปที่ 4.1
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(a) จำนวนประชากรที่เสี่ยงตอการติดเชื้อ

(b) จำนวนประชากรที่ติดเชื้อ

(c) จำนวนประชากรที่ติดเชื้อที่ถูกคัดแยก

รูปที่ 4.1 ผลเชิงตัวเลขของแบบจำลอง (3.1) เมื่อ 𝛽1 = 0.005 จะได 𝑅0 < 1

4.2 ผลเชิงตัวเลขเมื่อคาระดับการติดเชื้อพื้นฐานมากกวาหนึ่ง

กำหนดให 𝛽1 = 0.01 จะไดคา 𝑅0 = 1.6983 > 1 จะเห็นวา กลุมประชากรที่เสี่ยงตอการติด
เชื้อ (𝑆) กลุมประชากรที่ติดเชื้อ (𝐼) และกลุมประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยก (𝑄) ลูเขาสูจุดสมดุลที่โรค
คงอยู 𝐸∗ = (𝑆∗, 𝐼∗, 𝑄∗) = (62.00, 13.20, 7.45) นั่นคือมีการะบาดของโรค โดยแสดงผลดังรูปที่ 4.2
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(a) จำนวนประชากรที่เสี่ยงตอการติดเชื้อ

(b) จำนวนประชากรที่ติดเชื้อ

(c) จำนวนประชากรที่ติดเชื้อที่ถูกคัดแยก

รูปที่ 4.2 ผลเชิงตัวเลขของแบบจำลอง (3.1) เมื่อ 𝛽1 = 0.01 จะได 𝑅0 > 1



บทที่ 5

สรุปผลการวิจัย และขอเสนอแนะ
5.1 สรุปผลการวิจัย

จากการศึกษางานวิจัยครั้งนี้ไดมีการพัฒนาแบบจำลองทางคณิตศาสตร 𝑆𝐼𝑄𝑆 ที่มีการรักษา
และการคัดแยกที่ไมสมบูรณ โดยแบงกลุมประชากรออกเปน 3 กลุม คือ กลุมประชากรที่เสี่ยงตอการ
ติดเชื้อ (𝑆) กลุมประชากรที่ติดเชื้อเเละสามารถถายทอดได (𝐼) และกลุมประชากรติดเชื้อที่ถูกคัดแยก
(𝑄) โดยมีพารามิเตอรตาง ๆ เปนตัวกำหนดการเปลี่ยนแปลงของกลุมประชากรแตละกลุม

ผลการศึกษาพบวาแบบจำลองมีจุดสมดุล 2 จุด คือ จุดสมดุลที่อิสระจากโรคและจุดสมดุลที่
โรคคงอยู เมื่อพิจารณาเสถียรภาพของจุดสมดุลของแตละจุดพบวา จุดสมดุลทั้งสองจุดจะมีเสถียรภาพ
ภายใตเงื่อนไขคาระดับการติดเชื้อพื้นฐาน (𝑅0) กลาวคือ จุดสมดุลที่อิสระจากโรคมีเสถียรภาพเฉพาะ
ที่เชิงเสนกำกับเมื่อ 𝑅0 < 1 และจุดสมดุลที่โรคคงอยูมีเสถียรภาพเฉพาะที่เชิงเสนกำกับเมื่อ 𝑅0 > 1

ผลเชิงตัวเลขเเสดงใหเห็นวา แบบจำลองโรคระบาด 𝑆𝐼𝑄𝑆 จะลูเขาจุดสมดุลที่อิสระจากโรค
เมื่อคา 𝑅0 < 1 และจะลูเขาจุดสมดุลที่โรคคงอยูเมื่อ 𝑅0 > 1 ดังรูป 4.1 เเละ 4.2 ตามลำดับ และอีก
ทั้งยังไดวิเคราะหผลกระทบของประสิทธิภาพการคัดแยก (𝜎) ตอการแพรระบาดของโรค โดยการหา
อนุพันธยอยของคาระดับการติดเชื้อขั้นพื้นฐาน 𝑅0 เทียบกับประสิทธิภาพการคัดแยก พบวา

𝜕𝑅0
𝜕𝜎 = −(𝐴𝛽2𝛿)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2)

𝑑(𝛾 + 𝛿 + 𝑑 + 𝜈1)(𝜀 + 𝑑 + 𝛼 + 𝜈2)2 < 0

ดังนั้น การเพิ่มประสิทธิภาพการคัดแยกจะลดคาระดับการติดเชื้อพื้นฐานและลดการแพร
ระบาดของโรค

5.2 ขอเสนอเเนะ

ในการทำวิจัยครั้งตอไป มีขอเสนอแนะดังนี้
1. ผูที่สนใจสามารถหาประสิทธิภาพการคัดแยกที่เหมาะสมในการควบคุมโรคได
2. สามารถนำแบบจำลองที่ไดไปประยุกตใชเพื่อพยากรณโรคและนำผลจากการพยากรณโรค

มาวางแผนในการจัดสรรทรัพยากรในการปองกันควบคุมโรค
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